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�ëàâà 1Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ1.1. Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêàÎáûêíîâåííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (ÄÓ) � ýòî óðàâíåíèå, ñâÿçûâà-þùåå íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ x, èñêîìóþ �óíêöèþ y(x) è åå ïðîèçâîäíûå èëèäè��åðåíöèàëû: F �x; y(x); y0(x); y00(x); : : : ; y(n)(x)� = 0: (1.1)Ïîðÿäîê n ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, âõîäÿùåé â ÄÓ (1.1), íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîìÄÓ. Èíîãäà ÄÓ (1.1) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäóy(n) = f �x; y; y0; y00; : : : ; y(n�1)� ; (1.2)ðàçðåøåííîìó îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé. Çàäà÷à Êîøè äëÿ ÄÓ (1.2)ñîñòîèò â íàõîæäåíèè äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ òàêîãî ðåøåíèÿ, êîòîðîå óäîâëåòâî-ðèëî áû ñëåäóþùèì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (ÍÓ):8>>><>>>: y(x0) = y0 ;y0(x0) = y1 0 ;y00(x0) = y2 0 ;: : : : : : : : : :y(n�1)(x0) = yn�1 0 : (1.3)Çäåñü x0 � çàäàííîå �èêñèðîâàííîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà, y0; y1 0 ; : : : ; yn�1 0 �çàäàííûå n ÷èñåë.Äëÿ n = 1 ïîëó÷èì ÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà F (x; y(x); y0(x)) = 0 â îáùåì âèäå.dydx = f(x; y) � ÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðàçðåøåííîå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîéèñêîìîé �óíêöèè. Çàäà÷à Êîøè äëÿ íåãî èìååò âèä:� dydx = f(x; y);y(x0) = y0: (1.4)Íà ãåîìåòðè÷åñêîì ÿçûêå çàäà÷à Êîøè çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå òîé èíòåãðàëü-íîé êðèâîé äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëüíóþòî÷êó (x0 ; y0). 3



F1 Äëÿ ðåøåíèÿ ÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà íóæíî ïðàâèëüíî êëàññè�èöèðîâàòüóðàâíåíèå. Äëÿ ýòîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàáëèöó ïðîñòåéøèõ òèïîâ óðàâ-íåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà èç ïðèëîæåíèÿ (ñì. Ñ.71). Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìûêëàññè�èöèðóåì è ðåøàåì óðàâíåíèÿ êàæäîãî òèïà.1.1.1. Óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìèÂ ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäåy0 = dydx = f(x) g(y) èëè (1.5)P (x)Q(y) dx+ R(x)S(y) dy = 0: (1.6)Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî �óíêöèè f(x) è g(y) íåïðåðûâíû. Åñëè g(y) = 0 ïðè y = y1,y = y2; : : :, òî �óíêöèè y(x) � y1 , y(x) � y2 ; : : : ÿâëÿþòñÿ, êàê ëåãêî âèäåòü,ðåøåíèÿìè ÄÓ (1.5).Åñëè g(y) 6= 0, òî, óìíîæèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.5) íà äðîáü dxg(y); ïîëó-÷èì dyg(y) = f(x)dx. Òåì ñàìûì ïåðåìåííûå â óðàâíåíèè ðàçäåëèëèñü (îòêóäà èíàçâàíèå ýòîãî òèïà óðàâíåíèé), è îñòàëîñü òîëüêî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî x îáå÷àñòè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ:Z dyg(y) = Z f(x)dx+ C; (1.7)ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà.Àíàëîãè÷íî ðàçäåëÿþòñÿ ïåðåìåííûå â óðàâíåíèè (1.6).Ï ð è ì å ð 1. Íàéòè îáùèé èíòåãðàë ÄÓdx
os2 x � 
os y = � 
tg x � sin y dy :� å ø å í è å . Ýòî óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåí-íûìè, çàïèñàííîå â ñèììåòðè÷íîé �îðìå (1.6). Äëÿ ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõóìíîæèì ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà 
os y
tg x:tgx
os2 x dx = � 
os y � sin y dy :Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷èìZ tg xd tgx = � Z sin y d sin y => 12 tg2 x = �12 sin2 y + C :1Çâåçäî÷êîé áóäåì ïîìå÷àòü çàìå÷àíèÿ ïî àëãîðèòìàì ðåøåíèÿ çàäà÷.4



Â èòîãå, çàïèøåì ðåøåíèå â âèäå îáùåãî èíòåãðàëà:tg2 x+ sin2 y = C :Ï ð è ì å ð 2. Íàéòè ÷àñòíûé èíòåãðàë ÄÓ s = s0 
os2 t ln s; óäîâëåòâîðÿþ-ùèé ÍÓ s(�) = 1:� å ø å í è å . Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå çàïèñàíî â âèäå (1.5), òî îíî ñ ðàçäåëÿ-þùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Äëÿ ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ óìíîæèì óðàâíåíèå íàdts 
os2 t : 1
os2 t dt = ln ss ds :Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷èìZ d tg t = Z ln s d ln s => tg t = 12 ln2 s+ C:Ïîäñòàâèì íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ t = �; s = 1 â íàéäåííûé îáùèé èíòåãðàë èîïðåäåëèì çíà÷åíèå C: tg � = 12 ln2 1 + C; => C = 0 :Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûé ÷àñòíûé èíòåãðàë 2 tg t = ln2 s :Ï ð è ì å ð 3. Èçâåñòíî, ÷òî ñêîðîñòü ðàäèîàêòèâíîãî ðàñïàäà ïðîïîðöèî-íàëüíà êîëè÷åñòâó x åùå íå ðàñïàâøåãîñÿ âåùåñòâà. Íàéòè çàâèñèìîñòü x îòâðåìåíè t, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = t0 èìåëîñü x = x0 âåùåñòâà.� å ø å í è å . Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t êîëè÷åñòâî âåùåñòâà åñòü x, â ìî-ìåíò âðåìåíè t+�t êîëè÷åñòâî ñîñòàâëÿåò x��x. Çà âðåìÿ �t ðàñïàäàåòñÿêîëè÷åñòâî âåùåñòâà �x. Îòíîøåíèå �x�t � ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ðàñïàäà çà âðåìÿ�t, à lim�t!0 �x�t = dxdtåñòü ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü ðàñïàäà â ìîìåíò âðåìåíè t. Òîãäà ÄÓ ïðîöåññà:dxdt = �kx, ãäå k > 0 � êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè (ïîñòîÿííàÿ ðàñïà-äà), çíàê ¾� ¿ óêàçûâàåò íà óìåíüøåíèå x ïðè âîçðàñòàíèè t. �àçäåëÿÿ ïåðå-ìåííûå â ÄÓ è èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåìdxx = �kdt => ln jxj = �kt+ ln jCj => x = Ce�kt:Ó÷èòûâàÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå x (t0) = x0; íàõîäèì, ÷òî C = x0ekt0, ïîýòîìóx (t) = x0e�k(t�t0):5



Ï ð è ì å ð 4 . Ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèådydx = (x+ y)2 :� å ø å í è å . Çäåñü ïåðåìåííûå íå ðàçäåëÿþòñÿ, íî çàìåíîé ìîæíî ñâåñòèäàííîå óðàâíåíèå ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëåíèåì ïåðåìåííûõ. Ïîëîæèìz(x) = x+ y, òîãäà dzdx = 1 + dydx:Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå, ïîëó÷èìdzdx = 1 + z2:�àçäåëÿåì ïåðåìåííûå è èíòåãðèðóåì:dz1 + z2 = dx => ar
tg z = x+ C => z = tg (x+ C) :Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî z âåëè÷èíó x+ y, ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå äàííîãî óðàâíå-íèÿ y = tg (x+ C)� x:1.1.2. Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿÔóíêöèÿ f (x; y) íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé �óíêöèåé n -ãî èçìåðåíèÿ îòíîñè-òåëüíî ïåðåìåííûõ x è y, åñëè ïðè ëþáîì äîïóñòèìîì t ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâîf (tx; ty) � tnf (x; y) :Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà dydx = f (x; y) íàçûâàåòñÿ îäíî-ðîäíûì îòíîñèòåëüíî x è y, åñëè �óíêöèÿ f (x; y) åñòü îäíîðîäíàÿ �óíêöèÿíóëåâîãî èçìåðåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x è y. Òàêîå óðàâíåíèå âñåãäàìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå dydx = '�yx� :Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì ñ ðàçäåëåíèåì ïåðåìåííûõ ïîä-ñòàíîâêîé z(x) = yx èëè y = z � x; îòêóäà y0 = z0x+ z.Ï ð è ì å ð 1 . �åøèòü ÄÓ2xydx+ �x2 + 3y2� dy = 0 :6



� å ø å í è å . Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïà ÄÓ ðàçðåøèì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíîy0 è ïîäåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ïîëó÷èâøåéñÿ äðîáè íà x2:y0 = � 2xyx2 + 3y2 => y0 = � 2yx1 + 3 �yx�2 :Òåïåðü ïîíÿòíî,÷òî ÄÓ îäíîðîäíîå . Ñäåëàåì çàìåíó yx = z (x) : Ïîëó÷èìy = xz è y0 = z0x + z: Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â óðàâíåíèå ïîëó÷èì ÄÓ ñ ðàçäåëÿ-þùèìèñÿ ïåðåìåííûìè:z + xz0 = � 2z1 + 3z2 = > xdzdx = �3 �z + z3�1 + 3z2 :�àçäåëÿÿ ïåðåìåííûå ïðè z 6= 0, ïîëó÷èì:�1 + 3z2� dz(z + z3) = �3dxx = > Z d(z + z3)z + z3 = Z �3d ln jxj :Îòêóäà ln ��z + z3�� = ln 1jxj3 + ln jCj => z + z3 = Cx3 :Ïðè ýòîì ìîäóëè èìååì ïðàâî óáðàòü, òàê êàê C ëþáîãî çíàêà. Êðîìå òîãî,ðåøåíèå z = 0; ïîòåðÿííîå ïðè ðàçäåëåíèè ïåðåìåííûõ, âõîäèò â îáùåå ðåøåíèåäëÿ C = 0: Ïîñëå îáðàòíîé çàìåíû ïîëó÷èìx3�yx + y3x3� = C:Òàêèì îáðàçîì, îáùèé èíòåãðàë ÄÓ: x2y + y3 = C.Ï ð è ì å ð 2 . �åøèòü ÄÓ�y4 � 2x3y� dx+ �x4 � 2xy3� dy = 0:� å ø å í è å . �àçðåøèì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé:y0 = �y4 � 2x3yx4 � 2xy3 ïðè óñëîâèè x4 � 2xy3 6= 0 :Â äàííîì ñëó÷àå f (x; y) = �y4 � 2x3yx4 � 2xy3 ;òîãäà f (tx; ty) = � t4y4 � 2t3x3tyt4x4 � 2txt3y3 = �y4 � 2x3yx4 � 2xy3 = f (x; y) :Òàêèì îáðàçîì, äàííîå óðàâíåíèå � îäíîðîäíîå. Èñïîëüçóåì ïîäñòàíîâêóy = ux, òîãäà y0 = u + xu0. Ïîñëå äåëåíèÿ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ íà x4 6= 07



óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä xu0 + u = �u4 � 2u1� 2u3 :�àçäåëÿåì ïåðåìåííûå ïðè óñëîâèÿõ x 6= 0; u �u3 + 1� 6= 0 è èíòåãðèðóåì(èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå äðîáåé â ñóììó ïðîñòåéøèõ):dxx = 1� 2u3u4 + u du => Z dxx = Z �1u � 3u2u3 + 1� du => ln jxj = ln ���� uu3 + 1����+lnC:Îòêóäà íàõîäèì îáùèé èíòåãðàë:x �u3 + 1� = Cu:Ïîäñòàâëÿÿ â ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå u = yx , ïðèõîäèì ê îáùåìó èíòåãðàëóèñõîäíîãî óðàâíåíèÿ: x3 + y3 = Cx2y:Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ ìû ïîëàãàëè, ÷òîx 6= 0; u 6= 0; u3 + 1 6= 0 ; x4 � 2xy3 6= 0:Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíûå ïîòåðÿííûå ðåøåíèÿ:x = 0 ; y = 0; y = �x; y = 2� 13x :Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòè ðåøåíèÿ ñîäåðæàòñÿ â îáùåì èíòåãðàëå. Òàê, åñëèC = 0, òî ïîëó÷èì y = �x, åñëè C = 3 � 2� 23 , ïîëó÷èì y = 2� 13x. Åñëè æåC = 1 (ðàññìàòðèâàòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, ðàâíîå áåñêîíå÷íîñòè, âîçìîæíî,òàê êàê ââåäåíèå íîâîãî ïàðàìåòðà, íàïðèìåð C1 = C�1, ñâîäèò ýòîò ñëó÷àé êêîíå÷íîìó C1 = 0 ), òî x2y = 0, ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî x = 0, ëèáî y = 0.1.1.3. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ è óðàâíåíèÿ ÁåðíóëëèËèíåéíûì íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå, â êîòîðîå èñêîìàÿ �óíêöèÿ y è åå ïðîèçâîäíàÿy0 âõîäÿò ë è í å é í î. Åãî îáùèé âèä:y0 + P (x)y = Q(x): (1.8)Óðàâíåíèå Áåðíóëëè èìååò âèä:y0 + P (x)y = Q(x)y� (� 6= 0; � 6= 1): (1.9)Ïðè � = 0 è � = 1 ýòî óðàâíåíèå ë è í å é í î.8



Óðàâíåíèÿ îáîèõ òèïîâ ìîæíî ðåøèòü îäíèì ìåòîäîì � ïîäñòàíîâêîé Áåð-íóëëè: y = uv, ãäå u(x) è v(x) � äâå íåèçâåñòíûå �óíêöèè. Ïîñëå çàìåíûóðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê äâóì óðàâíåíèÿì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè:� v0 + P (x)v = 0;u0v = Q(x)(uv)�:Ï ð è ì å ð 1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿy0 + 2xy = xe�x2:� å ø å í è å . Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå y(x) äàííîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â âèäåy (x) = u (x) v (x) :Ïîäñòàâëÿÿ â èñõîäíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èìu0v + uv0 + 2xuv = xe�x2èëè u0v + (v0 + 2xv)u = xe�x2: (1.10)Îïðåäåëèì �óíêöèþ v (x) êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ v0+2xv = 0. �àçäåëÿÿ ïåðå-ìåííûå, íàéäåìdvv = �2xdx => ln jvj = �x2 + ln jCj => v = Ce�x2 :Âûáåðåì ëþáîå ÷àñòíîå ðåøåíèå, íàïðèìåð, îòâå÷àþùåå C = 1. Òîãäà, ïîäñòà-âëÿÿ v = e�x2 â óðàâíåíèå (1.10), ïîëó÷èìe�x2u0 = xe�x2:Îòêóäà u0 = x, u = x22 + C. Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿy (x) = u (x) v (x) = �x22 + C� e�x2:Ï ð è ì å ð 2. �åøèòü óðàâíåíèå(1� 2xy) y0 = y (y � 1) :� å ø å í è å . �àçäåëèì äàííîå óðàâíåíèå íà dydx , òîãäà ïîëó÷èì íîâîå óðàâíåíèåîòíîñèòåëüíî x(y): y (y � 1) dxdy = 1� 2xy;9



èëè, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî y 6= 0; y 6= 1 ;dxdy + 2yy (y � 1)x = 1y (y � 1)ëèíåéíîå ÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî x(y). Çàìåòèì çäåñü, ÷òî y = 0 èy = 1 � ðåøåíèÿ ïåðâîíà÷àëüíîãî ÄÓ. Äåëàåì ïîäñòàíîâêó:x (y) = u (y) v (y) :Óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò âèäu0v + uv0 + 2yy (y � 1)uv = 1y (y � 1):Âûíåñåì u çà ñêîáêè, òîãäàu0v + u�v0 + 2y � 1v� = 1y (y � 1): (1.11)Íàõîäèì v (x) êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ v0 + 2y�1v = 0. �àçäåëÿÿ ïåðåìåííûå èèíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì:dvv = � 2y � 1dy; ln v = �2 ln jy � 1j+ lnC:Ïîòåíöèðóÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå, áóäåì èìåòüv = C(y � 1)2 :Âûáèðàåì C = 1, ïîäñòàâëÿåì v = 1(y�1)2 â óðàâíåíèå (1.11). Îòñþäàu0(y � 1)2 = 1y (y � 1) :�àçäåëÿåì ïåðåìåííûå è èíòåãðèðóåì: du = y�1y dy, u = y � ln y + C. Òàêèìîáðàçîì, îáùèé èíòåãðàë èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäåò èìåòü âèä (ñ ó÷åòîì ïîòå-ðÿííûõ ðåøåíèé): x = uv = y � ln y + C(y � 1)2 ; y = 0; y = 1 :Ï ð è ì å ð 3. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áåðíóëëèy0 � y tgx = �y2 
osx:10



� å ø å í è å . Ïîäñòàâëÿÿ y (x) = u (x) v (x)â èñõîäíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èìu0v + uv0 � uv tg x = �u2v2 
osx; u0v + (v0 � v tgx)u = �u2v2 
osx:Âûáåðåì â êà÷åñòâå v (x) êàêîå-íèáóäü íåíóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿv0 � v tgx = 0:Çàïèøåì ÄÓ â âèäå dvdx = sinx
osxv:�àçäåëèì ïåðåìåííûå è ïðîèíòåãðèðóåìdvv = sinx
osxdx => ln jvj = � ln j 
osxj+ lnC => v = C
osx:Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò ëþáîå ÷àñòíîå ðåøåíèå, ïîëîæèì C = 1, ò.å. âîçüìåìv = 1
osx . Òîãäà äëÿ u (x):u0v = �u2v2 
osx; u0
osx = �u2 
osx
os2 x:Ïîëó÷èì óðàâíåíèå u0 = �u2. �àçäåëÿåì ïåðåìåííûå è èíòåãðèðóåì:duu2 = �dx => 1u = x+ C => u (x) = 1x+ C :Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëèòñÿ �îðìóëîéy (x) = uv = 1(x+ C) 
osx:1.1.4. Óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äè��åðåíöèàëàõÄÓ â ïîëíûõ äè��åðåíöèàëàõ çàïèñûâàåòñÿ â âèäåM(x; y) dx+N(x; y) dy = 0; (1.12)ïðè÷åì ëåâàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äè��åðåíöèàëîì dF îò íåêîòîðîé �óíê-öèè F (x; y). Åñëè íàì ýòà �óíêöèÿ èçâåñòíà, òî óðàâíåíèå (1.12) ðåøàåòñÿìãíîâåííî: dF (x; y) = 0 ) F (x; y) = C, ãäå C = 
onst. Èç êóðñà ìàòå-ìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî ïîëíûé äè��åðåíöèàë �óíêöèè äâóõ ïåðå-ìåííûõ åñòü âûðàæåíèå âèäà�F�x dx+ �F�y dy = dF (x; y): (1.13)11



Êðîìå òîãî, ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà �óíêöèè äâóõ ïåðåìåí-íûõ ðàâíû, åñëè îíè íåïðåðûâíû, òî åñòü:�2F�x�y = �2F�y�x: (1.14)Òàêèì îáðàçîì, ñðàâíèâàÿ �îðìóëû (1.12) è (1.13), ìû âèäèì, ÷òî äëÿ ÄÓ âïîëíûõ äè��åðåíöèàëàõ �óíêöèè M(x; y) è N(x; y) äîëæíû áûòü ÷àñòíûìèïðîèçâîäíûìè íåêîòîðîé �óíêöèè F (x; y): Íî ýòî âîçìîæíî, åñëè (â ñèëó �îð-ìóëû (1.14)) �M(x; y)�y � �N(x; y)�x : (1.15)Ìû ïîëó÷èëè íåîáõîäèìûé è äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ÄÓ â ïîëíûõ äè��åðåíöè-àëàõ (1.15).F Äëÿ ðåøåíèÿ ÄÓ â ïîëíûõ äè��åðåíöèàëàõ íóæíî âîññòàíîâèòü �óíê-öèþ F (x; y) ïî åå ïåðâûì ïðîèçâîäíûì (ñì. (1.12) è (1.13) ):� �F�x = M(x; y)�F�y = N(x; y):Ïîñêîëüêó �F�x = M(x; y), ñëåäîâàòåëüíî,F (x; y) = Z M(x; y)dx+ '(y): (1.16)Ïîÿñíèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà RM(x; y)dx âåëè÷èíà y ðàññìàòðèâà-åòñÿ êàê ïîñòîÿííàÿ, ïîýòîìó ê èíòåãðàëó ïðèáàâëÿåòñÿ íå êîíñòàíòà, à ïðîèç-âîëüíàÿ �óíêöèÿ '(y).×òîáû íàéòè �óíêöèþ '(y), ïîäñòàâèì F (x; y) èç (1.16)â óðàâíåíèå �F�y = N(x; y):��y �Z M(x; y)dx�+ '0(y) = N(x; y):Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿåì '0(y) è, èíòåãðèðóÿ, íàõîäèì '(y).Ï ð è ì å ð 1 . Ïðîâåðèòü, ÷òî óðàâíåíèåe�ydx� �2y + xe�y� dy = 0ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äè��åðåíöèàëàõ, è ïðîèíòåãðèðîâàòü åãî.� å ø å í è å . Â äàííîì ñëó÷àåM = e�y; N = � �2y + xe�y� ; �M�y = �e�y; �N�x = �e�y:12



Âèäèì, ÷òî �M�y � �N�x :Ñëåäîâàòåëüíî, äàííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äè��åðåíöè-àëàõ. Òåïåðü íàõîäèì F . Ïîñêîëüêó� �F�x = M(x; y) = e�y�F�y = N(x; y) = � (2y + xe�y) ; (1.17)òî �óíêöèþ F (x; y) ñíà÷àëà èùåì, èíòåãðóÿ ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (1.17):F = Z M (x; y) dx = Z e�ydx; F (x; y) = xe�y + ' (y) ;' (y) � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé èíòåãðè-ðîâàíèÿ x, íî ìîæåò çàâèñåòü îò y. Çàòåì íàõîäèì �óíêöèþ ' (y). Äëÿ ýòîãîF (x; y) = xe�y+' (y) ïîäñòàâèì âî âòîðîå ðàâåíñòâî (1.17), òî åñòü ïðîäè��å-ðåíöèðóåì ïî y è ïðèðàâíÿåì ê N = �2y � xe�y:�xe�y + '0 (y) = �2y � xe�y:Ïîëó÷èëè ÄÓ äëÿ íàõîæäåíèÿ ' (y): '0 (y) = �2y: Îòêóäà' (y) = �y2 + C1; C1 = 
onst:Ïîäñòàâèâ ' (y) â âûðàæåíèå äëÿ F (x; y), íàéäåìF (x; y) = xe�y � y2 + C1:Òàêèì îáðàçîì, xe�y � y2 + C1 = C2 èëè xe�y � y2 = C � îáùèé èíòåãðàëèñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.Ï ð è ì å ð 2. Íàéòè îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ2x 
os2 ydx+ �2y � x2 sin 2y� dy = 0 :� å ø å í è å . Â äàííîì ñëó÷àåM = 2x 
os2 y; N = 2y � x2 sin 2y ; �M�y = �2x sin 2y; �N�x = �2x sin 2y :Î÷åâèäíî, ÷òî �M�y � �N�x : Ñëåäîâàòåëüíî, äàííîå óðàâíåíèå åñòü óðàâíåíèå âïîëíûõ äè��åðåíöèàëàõ. Òåïåðü èç ñèñòåìû� �F�x = 2x 
os2 y�F�y = 2y � x2 sin 2y13



ïîñòåïåííî âîññòàíàâëèâàåì F (x; y). Äëÿ ýòîãî èíòåãðèðóåì ïåðâîå ðàâåíñòâîïî x: F = Z 2x 
os2 ydx ; F (x; y) = x2 
os2 y + ' (y) :Ïîäñòàâëÿåì F (x; y) âî âòîðîå ðàâåíñòâî, íàõîäÿ �F�y îò �óíêöèèF (x; y) = x2 
os2 y + ' (y) ;è ïðèðàâíèâàÿ �F�y ê �óíêöèè N = 2y � x2 sin 2y, ïîëó÷àåì�x2 sin 2y + '0 (y) = 2y � x2 sin 2y; ) '0 (y) = 2yè, ñëåäîâàòåëüíî, ' (y) = y2 + C, C = 
onst. Ïîäñòàâèâ íàéäåííîå âûðàæåíèåäëÿ ' (y) â âûðàæåíèå äëÿ F (x; y), íàéäåìF (x; y) = x2 
os2 y + y2 + C:Òàêèì îáðàçîì, x2 
os2 y + y2 = C � îáùèé èíòåãðàë èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.1.1.5. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ1. y0 
osx = yln y , y(0) = 1: (Îòâåò: 12 ln2 y = ln tg �x2 + �4� :)2. �1 + x2� dy + ydx = 0; y (1) = 1: (Îòâåò: y = exp ��4 � ar
tgx� :)3. Â êîìíàòå, ãäå òåìïåðàòóðà 200, íåêîòîðîå òåëî îñòûëî çà 20 ìèí îò 100äî 600. Íàéòè çàêîí îõëàæäåíèÿ òåëà. Ïîâûøåíèåì òåìïåðàòóðû â êîìíàòåïðåíåáðå÷ü. (Óêàçàíèå: â ñèëó çàêîíà Íüþòîíà ñêîðîñòü îõëàæäåíèÿ ïðîïîð-öèîíàëüíà ðàçíîñòè òåìïåðàòóð. (Îòâåò: T = 20 + 80 �12� t20 :)4. �x2 + 2xy� dx+ xydy = 0: (Îòâåò: ln jx+ yj + xx+y = C:)5. xyy0 = y2 + 2x2: (Îòâåò: y2 = 4x2 lnCx:)6. y0 
os2 x+ y = tgx; y (0) = 0: (Îòâåò: y = tg x� 1 + e� tg x. )7. �y4 + 2x� y0 = y: (Îòâåò: x = Cy2 + y42 .)8. �x2 ln y � x� y0 = y: (Îòâåò: x = 1ln y+1�Cy .)9. (x+ sin y) dx+ (x 
os y + sin y) dy: (Îòâåò: 12x2 + x sinx� 
os y = C.)10. (y + x ln y) dx+ �x22y + x+ 1� dy = 0: (Îòâåò: x2 ln y + 2y(x+ 1) = C.)1.2. Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ.Èíîãäà ÄÓ n-ãî ïîðÿäêà F�x; y; y0; y00; : : : ; y(n)� = 0 ïîäõîäÿùåé ïîäñòàíîâ-êîé óäàåòñÿ ñâåñòè ê óðàâíåíèþ íèçøåãî ïîðÿäêà (â áëàãîïðèÿòíîì ñëó÷àå �ïåðâîãî ïîðÿäêà, ò.å. ê óæå ðàññìîòðåííîé ðàíåå çàäà÷å).14



1.2.1. Óðàâíåíèÿ âèäà dndxny (x) = f (x)F Ó÷èòûâàÿ, ÷òî yn = (yn�1)0; ïîëó÷èì y(n�1) = R f(x)dx. Ïðîäîëæàÿ ïî-ñëåäîâàòåëüíî èíòåãðèðîâàòü, âîññòàíîâèì �óíêöèþ y(x) ( ñ òî÷íîñòüþ äî nïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ).Ï ð è ì å ð 1 . Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y000 = x sinx, óäîâëåòâîðÿ-þùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì y(0) = 0; y0(0) = 0; y00(0) = 2:� å ø å í è å . Íaéäåì îáùåå ðåøåíèå ïîñëåäîâàòåëüíûì èíòåãðèðîâàíèåìäàííîãî óðàâíåíèÿ:y00 = Z x sinxdx = sinx� x 
osx+ C1 ;y0 = Z (sinx� x 
osx+ C1) dx = �2 
osx� x sinx+ C1x+ C2 ;y = Z (�2 
osx� x sinx+ C1x+ C2) dx = �3 sinx+x 
osx+12C1x2+C2x+C3 :Âîñïîëüçóåìñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:y00(0) = 2 => 0 + C1 = 2 => C1 = 2;y0(0) = 0 => �2 + C2 = 0 => C2 = 2;y(0) = 0 => 0 + C3 = 0 => C3 = 0:Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå ÷àñòíîå ðåøåíèå èìååò âèä:y = �3 sinx+ x 
osx+ x2 + 2x:Ï ð è ì å ð 2 . Íàéòè îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ y00 = sin (kx) è ÷àñòíîåðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì y jx=0= 0; y0 jx=0= 1:� å ø å í è å . Ïîñëåäîâàòåëüíîå èíòåãðèðîâàíèå äàåò:y0 = Z sin kxdx = �1k 
os kx+ C1;y = Z ��1k 
os kx+ C1� dx = � Z 1k 
os kxdx+Z C1dx = � 1k2 sin kx+C1x+C2:Îáùåå ðåøåíèå: y = � 1k2 sin kx+ C1x+ C2:15



Èç óñëîâèÿ y jx=0= 0 íàõîäèì C2 = 0: Èç óñëîâèÿ y jx=0= 1 íàõîäèì:1 = �1k + C1 => C1 = 1 + 1k : Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòíîå ðåøåíèå èìååò âèä:y = �sin kxk2 + x�1 + 1k� :1.2.2. Óðàâíåíèÿ, íå ñîäåðæàùèå èñêîìóþ �óíêöèþI. Óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà âèäà F�x; y0; y00) = 0 ðåøàåòñÿ çàìåíîéy0 = p(x); y00 = p0(x); êîòîðàÿ ïîíèçèò ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ äî ïåðâîãî.II. Óðàâíåíèå ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà F�x; y(k); y(k+1); : : : ; y(n)� = 0, â êîòî-ðîå íå âõîäèò èñêîìàÿ �óíêöèÿ (è, âîçìîæíî, òàêæå åå ïðîèçâîäíûå äî íåêî-òîðîãî ïîðÿäêà), ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ çàìåíû y(k) = p(x) (çà íîâóþ �óíêöèþáåðåì íèçøóþ èç ïðîèçâîäíûõ, âõîäÿùèõ â ÄÓ). Òîãäày(k+1) = p0(x); : : : ; y(n) = p(n�k)(x). Ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ ïîíèçèòñÿ íà k åäèíèö.Ï ð è ì å ð 1 . Ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà(1 + x) y00 + y0 = 0:� å ø å í è å . Ïðèíèìàÿ y0 çà íåèçâåñòíóþ �óíêöèþ p(x) è ó÷èòûâàÿ, ÷òîy00 = p0 , ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå(1 + x) dpdx + p = 0:Ýòî � óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà (ñ íåèçâåñòíîé �óíêöèåé p(x)). Äîìíîæèâíà dx, ïîëó÷èì óðàâíåíèå(1 + x)dp+ pd(x+ 1) = 0 => d(p(x+ 1)) = 0 ;òàê ÷òî îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ åñòü(1 + x) p = C1:Òåïåðü âåðíåìñÿ ê ïðåæíåé íåèçâåñòíîé �óíêöèè y(x) è çàïèøåì ïîñëåäíååóðàâíåíèå òàê: (1 + x) dydx = C1 èëè y = C1dxx+ 1 :Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå, íàõîäèì:y = C1 ln (1 + x) + C2:Ïîëó÷åíî îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.16



Ï ð è ì å ð 2 . Íàéòè îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ xy000 + y00 � x� 1 = 0.� å ø å í è å . Â óðàâíåíèè ÿâíî íå ñîäåðæàòñÿ �óíêöèè y è y0. Ñäåëàåì çà-ìåíó y00 = p (x) ; y000 = dpdx . Ïîäñòàíîâêà ïðèâîäèò ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ:p0 + px = 1x + 1:�åøåíèå èùåì â âèäå p = uv; â ÷àñòíîñòè p0 = u0v + v0u: Ïðîâîäèì ðåøåíèåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ìåòîäîì Áåðíóëëè (ñì. C.8):u0v + v0u+ uvx = 1x + 1; u�v0 + vx�+ u0v = 1 + xx ;v0 + vx = 0; dvdx = �vx; dvv = �dxx ;ln jvj = � ln jxj+ lnC; C = 1 => v = 1x;u0v = 1 + xx ; u0 1x = 1 + xx ; u0 = 1 + x;du = (1 + x) dx; u = x22 + x+ C1p = uv; p = �x22 + x+ C1� 1x; p = x2 + 1 + C1x :Òåïåðü ñäåëàåì îáðàòíóþ çàìåíó p = y00 :y00 = x2 + 1 + C1x :Èç ïîëó÷åííîãî ÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà ïîñëåäîâàòåëüíûì èíòåãðèðîâàíèåì âîñ-ñòàíàâëèâàåì y(x) :y0 = Z �x2 + 1 + C1x � dx = x44 + x+ C1 ln jxj+ C2;y = Z �x44 + x+ C1 ln jxj+ C2� dx = x312 + x22 + C1x (lnx� 1) + C2x+ C3:Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿy = x312 + x22 + C1x (lnx� 1) + C2x+ C3:17



1.2.3. Óðàâíåíèÿ, íå ñîäåðæàùèå ñâîáîäíóþ ïåðåìåííóþ xI. Óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà âèäà F�y; y0; y00) = 0 ðåøàåòñÿ çàìåíîéy0 = p(y); y00 = p0yy0x = p0p, êîòîðàÿ ïîíèçèò ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ äî ïåðâîãî.(Çäåñü âû÷èñëåíà âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ y00(x) êàê ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé �óíêöèèp(y(x)):)II. Â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèå âèäà F�y; y0; : : : ; y(n)� = 0, â êîòîðîå íå âõîäèòÿâíî íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, ðåøàåòñÿ òîé æå çàìåíîé y0 = p(y); ïîíèæàþùåéïîðÿäîê íà åäèíèöó. Ïðè ýòîì ó÷èòûâàåì, ÷òîy00 = p0yp; y000 = p(p0y)2 + p2p00yy; è ò.ä. Ôîðìóëû ïîëó÷åíû äè��åðåíöèðîâàíèåìñëîæíîé �óíêöèè p(y(x)) :y00 = ddx y0 = ddxp(y) = dpdy dydx|{z}=p(y) = p dpdy : (1.18)Ï ð è ì å ð 1 . Íàéòè îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ y02 + 2yy00 = 0:� å ø å í è å . Óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà íå ñîäåðæèò íåçàâèñèìóþ ïåðåìåí-íóþ x è ðåêîìåíäîâàííàÿ ïîäñòàíîâêà y0 = p (y) ; y00 = pdpdy ïðèâîäèò ê óðàâíå-íèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà:p2 + 2ydpdyp = 0 èëè p(p+ 2ydpdy ) = 0 :Ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ, åñëè îäèí èç ñîìíîæèòåëåé ðàâåí íóëþ,ïîëó÷åííîå ÄÓ ýêâèâàëåíòíî ñîâîêóïíîñòè äâóõ ÄÓ:� p = dydx = 0;p+ 2y dpdy = 0:�åøåíèå ïåðâîãî y = 
onst; à âòîðîå èíòåãðèðóåì êàê óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþ-ùèìèñÿ ïåðåìåííûìè:2ydpdy = �p; dpp = �dy2y ; ln jpj = �12 ln jyj+ lnC1; p = C1y� 12 :Ïðîâîäèì îáðàòíóþ çàìåíó p = y0(x) è ðåøàåì ïîëó÷åííîå ÄÓ ñ ðàçäåëÿþùè-ìèñÿ ïåðåìåííûìè:dydx = C1y� 12 ; y� 12dy = C1dx; 23y 32 = C1x+ C2:Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ:�23y 32 = C1x+ C2y = C3 :18



Ï ð è ì å ð 2 . �åøèòü ÄÓ y00 = (y0)2y .� å ø å í è å . Ïóñòü y0 = p (y), òîãäà y00 = pdpdy . Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èìpdpdy = p2y èëè p�dpdy � py� = 0:Ýòî óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè ÄÓ�p = dydx = 0;dpdy = py :�åøåíèåì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñîâîêóïíîñòè ÿâëÿåòñÿ y = C1. Íàéäåì ðåøåíèåâòîðîãî: dpdy = py ; dpp = dyy ; ln jpj = ln jyj+ lnC2 (C2 6= 0) :Äåëàåì îáðàòíóþ çàìåíóp = dydx = C2y; dy = C2ydx; dyy C2dx; ln y = C2x+ lnC3 (C3 6= 0) :Òàêèì îáðàçîì, � y1 = C1y2 = C3eC2x :Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ÷àñòíîå ðåøåíèå y1 = C1 ñîäåðæèòñÿ â ñåìåéñòâå �óíê-öèé y2 = C3eC2x ïðè C2 = 0; òî åñòü îáùåå ðåøåíèå y = CeC1x.1.2.4. Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâI. Óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà F (x; y; y0; y00) = 0 íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì ïîãðóïïå ïåðåìåííûõ y; y0; y00 (ñðàâíèòå ñ îïðåäåëåíèåì îäíîðîäíîé �óíêöèè íàÑ.6), åñëè F (x; ty; ty0; ty00) = tkF (x; y; y0; y00):Ïîäñòàíîâêîé y0y = z(x) ïîðÿäîê òàêîãî óðàâíåíèÿ ïîíèæàåòñÿ íà åäèíèöó, ïðèýòîì y00 = (yz)0 = y0z + yz0 = (yz)z + yz0 = y(z2 + z0).II. Óðàâíåíèå âèäà F (x; y; y0; y00; : : : ; y(n)) = 0 íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì ïîãðóïïå ïåðåìåííûõ y; y0; y00; : : : ; y(n); åñëèF (x; ty; ty0; ty00; : : : ; ty(n)) = tkF (x; y; y0; y00; : : : ; y(n)):Ïîäñòàíîâêà, ïîíèæàþùàÿ ïîðÿäîê y0y = z(x); ïðè ýòîìy0 = yz; y00 = y(z2 + z0); y000 = y(z3 + 3zz0 + z00) è ò.ä.19



Ï ð è ì å ð 1 . Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ÄÓxyy00 � xy02 � yy0 = 0 :� å ø å í è å . Ïðåæäå óáåäèìñÿ, ÷òî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïîãðóïïå ïåðåìåííûõ y; y0; y00 :F (ty; ty0; ty00) = xtyty00 � x(ty0)2 � tyty0 = t2(xyy00 � xy02 � yy0):Ïðîâåäåì çàìåíó: y0 = yz(x) ; y00 = y(z2 + z0) ; òîãäàxy2(z2 + z0)� xy2z2 � y2z = 0 <=> y2(xz0 � z) = 0 :Ïîëó÷èëè ÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ýêâèâàëåíòíîå ñîâîêóïíîñòè óðàâíåíèé� y = 0z = C1x:Âî âòîðîì óðàâíåíèè äåëàåì îáðàòíóþ çàìåíó y0y = z(x) = C1x: Çàòåì èíòåãðè-ðóåì ïîëó÷åííîå ÄÓ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè:dyy = C1xdx => ln jyj = C1x22 + ln jC2j => y = C2eC1x2 ; C1 = C12 :Ïîëó÷åíî îáùåå ðåøåíèå y = C2eC1x2, êîòîðîå ñîäåðæèò ÷àñòíîå ðåøåíèå y = 0:Ï ð è ì å ð 2 . �åøèòü ÄÓ y � xy0 = xpyy00 :� å ø å í è å . Äîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïî ãðóïïå ïåðå-ìåííûõ y; y0; y00 :F (ty; ty0; ty00) = ty�xty0�xptyty00 = t(y�xy0�xpyy00) = tF (y; y0; y00); (t > 0):Ïðîâîäèì çàìåíó y0 = yz(x) ; y00 = y(z2 + z0) ; òîãäày � xyz = xpyy(z2 + z0) <=> y(1� xz � xp(z2 + z0) ; (y � 0) :Ïîëó÷èì ñîâîêóïíîñòü óðàâíåíèé:� y = 01� xz � xp(z2 + z0) = 0 :Âîçâîäÿ âòîðîå ÄÓ â êâàäðàò, ïîëó÷àåì ëèíåéíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà(ñì. Ñ.8), ðåøàåìîå çàìåíîé z = uv; z0 = u0v + v0u:(1�xz)2 = x2(z2+z0) <=> x2z0+2xz�1 = 0 <=> x2(u0v+v0u)+2xuv�1 = 0;20



�x2u0 + 2xu = 0x2v0u� 1 = 0 <=> �u = x�2v = C1 => z = C1x�2:Ñäåëàåì îáðàòíóþ çàìåíó:y0y = C1x�2 <=> dyy = C1dxx2 <=> y = C2eC1=x ; C1 = �C1 :Óðàâíåíèå ðåøåíî ( ó÷òåíî è ÷àñòíîå ðåøåíèå y = 0 ).1.2.5. Âûäåëåíèå ïîëíîé ïðîèçâîäíîé â ÄÓ âûñøèõ ïîðÿäêîâÅñëè ÄÓ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïîëíîé ïðîèçâîäíîé íåêîòîðîé�óíêöèè G(x; y; y0; y00; : : : ; y(n�1)); òî åñòüddxG(x; y; y0; y00; : : : ; y(n�1)) = 0 ;òîãäà èíòåãðèðîâàíèåì ýòîãî ðàâåíñòâà ïî x ïîðÿäîê ÄÓ ìîæåò áûòü ïîíèæåííà åäèíèöó: G(x; y; y0; y00; : : : ; y(n�1)) = C1:F Çàìåòèì, ÷òî íåò (è íå ìîæåò áûòü) åäèíîãî àëãîðèòìà âûäåëåíèÿ ïîëíîéïðîèçâîäíîé. Ìîæíî ëèøü óâèäåòü â ÄÓ ïðîèçâîäíûå èçâåñòíûõ �óíêöèé. Ïðèýòîì, ðåêîìåíäóåì ïðèíÿòü ê ñâåäåíèþ ñëåäóþùèå �îðìóëû (çäåñü y = y(x)):(yy0)0 = y02 + yy00; �y0y �0 = y00y � y02y2 ; (y02)0 = 2y0y00 è ò.ï.Ï ð è ì å ð . Âûäåëèòü ïîëíûå ïðîèçâîäíûå è ïîíèçèòü ïîðÿäîê ñëåäóþùèõÄÓ: 1) y02 + yy00 + y0 = x2 ; 2) y00y � y02 = y2(x� 2); 3) y + xy0x+ y0y00 = 2 :� å ø å í è å . 1). Çàìåòèì, ÷òî (yy0 + y)0 = y02 + yy00 + y0 è (13 x3)0 = x2; òîåñòü: (yy0 + y)0 = (13 x3)0 => yy0 + y0 = 13 x3 + C1 :Òàêèì îáðàçîì, âûäåëåíèå ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ïîçâîëèëî ïîíèçèòü ïîðÿäîêóðàâíåíèÿ íà åäèíèöó.2). Âòîðîå óðàâíåíèå ìîæíî êëàññè�èöèðîâàòü êàê îäíîðîäíîå ïî ãðóïïåïåðåìåííûõ y; y0; y00 è ðåøèòü ñîîòâåòñòâóþùåé çàìåíîé (ñì. Ñ.19). Îäíàêî,21



åñëè ïîäåëèòü îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà y2; ïðè óñëîâèè y 6= 0; òî ëåãêî ìîæíîâûäåëèòü ïîëíûå ïðîèçâîäíûå:� y = 0�y0y �0 = (12 x2 � 2x)0 <=> � y = 0y0y = 12 x2 � 2x+ C1 :3). Äàííîå óðàâíåíèå äîìíîæèì íà çíàìåíàòåëü è âûäåëèì ïîëíûå ïðîèç-âîäíûå:y + xy0x+ y0y00 = 2 <=> (xy)0 = (x2 + y02)0 <=> xy = x2 + y02 + C1 :Âûäåëåíèå ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ïîçâîëÿåò îäèí ðàç ïðîèíòåãðèðâàòü ÄÓ èïîíèçèòü åãî ïîðÿäîê íà åäèíèöó.1.2.6. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ1. y000 = 1x ; y (1) = 1; y0 (1) = 2; y00 (1) = �2:(Îòâåò: y = x22 lnx� 74x2 + 5x� 94).2. yIV = sinx; y ��2� = 1; y0 ��2� = 2; y00 ��2� = y000 ��2� = 0:(Îòâåò: y = sinx+ 12 �x� �2�2 + 2 �x� �2�).3. y000 = 2 
osxsin3 x .(Îòâåò: y = ln sinx+ C1 + C2x+ C3x2).4. �1� x2� y00 � xy0 = 2.(Îòâåò: y = ar
sin2 x+ C1 ar
sinx+ C2).5. y00 = 1 + x(y0�x)1�x2 ; y (0) = 1; y (1) = 12:(Îòâåò: y = 12x2 � 2� ar
sinx+ 1).6. y0y00 �p1 + y02 = 0:(Îòâåò: y = x�C12 q(x� C1)2 � 1� 12 ln �(x� C1) +q(x� C1)2 � 1�+ C2).7. y02 + 2yy0 = 0: (Îòâåò:23y 32 = C1x+ C2).8. y00 = 1a �1 + y02� ; y (0) = y0 (0) = 0: (Îòâåò:y = �a ln 
os xa).1.3. Ëèíåéíûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿËèíåéíûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (ËÄÓ) n-ãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿóðàâíåíèå, ëèíåéíîå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé �óíêöèè y(x) è åå ïðîèçâîäíûõ.Òàêîå óðàâíåíèå âñåãäà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:y(n) + p1(x)y(n�1) + : : :+ pn�1(x)y0 + pn(x)y = f(x): (1.19)22



Âñþäó â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî �óíêöèè p1(x); : : : ; pn(x); f(x)íåïðåðûâíû. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü f(x) � 0, òî óðàâíåíèåy(n) + p1(x)y(n�1) + : : :+ pn�1(x)y0 + pn(x)y = 0 (1.20)íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì.Îòìåòèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû òåîðèè ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-íèé.Òåîðåìà 1.1 ( î ñòðóêòóðå îáùåãî ðåøåíèÿ ÎËÄÓ)Îáùèì ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî ÄÓ n-ãî ïîðÿäêà (1.20) ÿâëÿ-åòñÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ nPi=1 Ci yi ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íà [a; b℄ ðåøåíèéy1(x); : : : ; yn(x) äàííîãî ÎËÄÓ.Ëþáàÿ ñèñòåìà èç n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé ÎËÄÓ n-ãî ïîðÿäêàíàçûâàåòñÿ åãî �óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé (ÔÑ�).Òåîðåìà 1.2 ( îá îáùåì ðåøåíèè ÍËÄÓ)Îáùåå ðåøåíèå ÍËÄÓ (1.19) ïîðÿäêà n åñòü ñóììà îáùåãî ðåøåíèÿ y ñî-îòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.20) è êàêîãî-íèáóäü ÷àñòíîãî ðå-øåíèÿ ~y íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1.19).Òåîðåìà 1.3 ( ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè)Ïóñòü èìååòñÿ ÍËÄÓy(n) + p1(x)y(n�1) + : : :+ pn�1(x)y0 + pn(x)y = mXi=1 fi:Òîãäà ÷àñòíîå ðåøåíèå y ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü ñóììà y = mPi=1 yi, ãäå êàæäîåyi � ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿy(n) + p1(x)y(n�1) + : : :+ pn�1(x)y0 + pn(x)y = fi; 1 � i � m.F Àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ÍËÄÓ ñîñòîèò èç òðåõ ÷àñòåé:1) ðåøèòü êàêèì-íèáóäü ñïîñîáîì ñîîòâåòñòâóþùåå ÎËÄÓ (ïîíèçèòü ñòåïåíüÄÓ èëè íàéòè ÔÑ�);2) íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ÍËÄÓ (ïîäáîðîì èëè ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿí-íûõ);3) çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå ÍËÄÓ (òåîðåìà 1.2).
23



1.3.1. ËÄÓ ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìèF Äëÿ ËÄÓ ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè (ò.å. êîý��èöèåíòû çàâèñÿòîò x ) íåò îáùåãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ÎËÄÓ. Îäíàêî, ýòî âñåãäà îäíîðîäíîå ïîãðóïïå ïåðåìåííûõ y; y0; : : : ; y(n) ÄÓ, äëÿ êîòîðîãî åñòü çàìåíà, ïîíèæàþùàÿïîðÿäîê (ñì. Ñ.19). Åñòü è äðóãèå ñïîñîáû ðåøåíèÿ. Ïðîèëëþñòðèðóåì èõ íàïðèìåðå.Ï ð è ì å ð . �åøèòü ËÄÓ (x2 + 1)y00 � 2xy0 + 2y = 2:� å ø å í è å . �åàëèçóåì àëãîðèòì ðåøåíèÿ ÍËÄÓ ïî ïóíêòàì.1). �àññìîòðèì ÎËÄÓ (x2 + 1)y00 � 2xy0 + 2y = 0:1-é ñïîñîá. Ïðîâåäåì ðåêîìåíäîâàííóþ íà Ñ.19 äëÿ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèéçàìåíó y0 = uy; y00 = u0y + u2y: Ïðè ýòîì ïîëó÷èì:(x2+1)u0�2xu+2+(x2+1)u2 = 0 � ÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà, íî êëàññè�èöèðîâàòüåãî ïî òàáëèöå ïðîñòåéøèõ ÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðèëîæåíèÿ (ñì. Ñ.71) íåëüçÿ.2-é ñïîñîá. Ïîïðîáóåì ïîäîáðàòü êàêîå-ëèáî ÷àñòíîå ðåøåíèå ÎËÄÓ ñðåäèïðîñòåéøèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ÷àñòíûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ,íàïðèìåð, �óíêöèÿ y = x: Òîãäà ïðîâåäåì çàìåíó y = xz(x): Îòíîñèòåëüíîíîâîé èñêîìîé �óíêöèè z(x) ïîëó÷èì ÄÓ 2-ãî ïîðÿäêà x(x2 + 1)z00 + 2z0 = 0;äîïóñêàþùåå ïîíèæåíèå ïîðÿäêà, òàê êàê íå ñîäåðæèò z (ñì. Ñ.16 è ïðèëîæå-íèÿ Ñ.72 ).Çàìåíà, ïîíèæàþùàÿ ïîðÿäîê z0 = u; z00 = u0; ïðèâîäèò ê ÄÓ ñðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè x(x2 + 1)u0 + 2u = 0: Åãî îáùåå ðåøåíèå èìååòâèä u = C1x2+1x2 : Îòñþäà âîññòàíàâëèâàåì z :z(x) = Z C1x2 + 1x2 dx = C1�x� 1x�+ C2:À òàê êàê y = xz; òî îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî ÎËÄÓy = C1(x2 � 1) + C2x:F Èòàê, åñëè èçâåñòíî ÷àñòíîå ðåøåíèå ÎÄËÓ y = y1(x); òî ïîðÿäîê ÄÓ ìîæåòáûòü ïîíèæåí íà åäèíèöó çàìåíîé y = y1(x)z(x):3-é ñïîñîá. Çäåñü ìû íå áóäåì ïûòàòüñÿ ïîíèçèòü ïîðÿäîê ÄÓ, à âîñïîëü-çóåìñÿ òåîðåìîé 1.1, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ ÎËÄÓ äîñòàòî÷íîíàéòè ÔÑ�. Îäèí ýëåìåíò ÔÑ� ìû óæå ïîäîáðàëè � ýòî y1(x) = x (ñì. 2-é ñïî-ñîá). Ïðîäîëæèì ïîäáîð ÷àñòíûõ ðåøåíèé ñðåäè ìíîãî÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà.Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ÎËÄÓ óäîâëåòâîðÿåò y2(x) = x2 � 1: Ñèñòåìà �óíê-öèé y1(x); y2(x) ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü24



Âðîíñêîãî ýòîé ñèñòåìû �óíêöèé:W =��� x x2 � 11 2x ��� = x2 + 1 6= 0; 8x 2 R:Èòàê, ÔÑ� íàéäåíà, çíà÷èò îáùåå ðåøåíèå ÎËÄÓ ïî òåîðåìå 1.1 åñòü ëèíåéíàÿêîìáèíàöèÿ ýëåìåíòîâ �óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé:y = C1(x2 � 1) + C2x:2). Íàéäåì ÷àñòíîå ðåøåíèå ÍËÄÓ ïîäáîðîì. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî �óíêöèÿy = 1 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ.3). Îáùåå ðåøåíèå ïî òåîðåìå 1.2 åñòü ñóììày = C1(x2 � 1) + C2x+ 1:1.3.2. �åøåíèå ÍËÄÓ ìåòîäîì ËàãðàíæàF Åñëè èçâåñòíî îáùåå ðåøåíèå ÎËÄÓ (1.20) y = C1y1(x) + : : : + Cnyn(x),òî îáùåå ðåøåíèå ÍËÄÓ (1.19) ìîæåò áûòü íàéäåíî â âèäåy = C1(x)y1(x) + : : :+ Cn(x)yn(x);ãäå Ci(x) � íåêîòîðûå �óíêöèè îò x. Ýòî ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòî-ÿííûõ (ìåòîä Ëàãðàíæà). Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè �óíêöèè Ci(x), íóæíî ñíà÷àëàðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõCi0; 1 � i � n :8>><>>: C10y1(x) + C20y2(x) + : : :+ Cn0yn(x) = 0;C10y01(x) + C20y02(x) + : : :+ Cn0y0n(x) = 0;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :C10y(n�1)1 (x) + C20y(n�1)2 (x) + : : :+ Cn0y(n�1)n (x) = f(x): (1.21)Çàòåì ïî âû÷èñëåííûì ïðîèçâîäíûì Ci0(x) èíòåãðèðîâàíèåì âîññòàíîâèòü�óíêöèè Ci(x); 1 � i � n:Ï ð è ì å ð . �åøèòü ÍËÄÓ (x2 + 1)y00 � 2xy0 + 2y = 2; åñëè èçâåñòíî îáùååðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ÎËÄÓ: y = C1(x2 � 1) + C2x:� å ø å í è å . Çàìåòèì çäåñü, ÷òî äàííîå ËÄÓ íå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì âè-äà (1.19), òàê êàê êîý��èöèåíò ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé íå ðàâåí åäèíèöå.Ïðèâåäåì ËÄÓ ê âèäó (1.19):y00 � 2xx2 + 1y + 2x2 + 1y = 2x2 + 1:25



Äàëåå, â îáùåì ðåøåíèè ÎËÄÓ âàðüèðóåì ïîñòîÿííûå C1; C2; òî åñòü ðåøå-íèå èùåì â âèäå y = C1(x)(x2 � 1) + C2(x)x: Ñîñòàâëÿåì ñèñòåìó (1.21) äëÿíàõîæäåíèÿ C10; C20: Îáùèé âèä ýòîé ñèñòåìû äëÿ ñëó÷àÿ n = 2 :� C10(x)y1(x) + C20(x)y2(x) = 0;C10(x)y01(x) + C20(x)y02(x) = f(x):Â íàøåì ñëó÷àå y1(x) = x2 � 1; y2(x) = x2; f(x) = 2x2+1; ïîýòîìó ñèñòåìà èìååòâèä: � C10(x)(x2 � 1) + C20(x)x = 0;C10(x) 2x + C20(x) = 2x2+1:�åøåíèå ñèñòåìû ìîæíî ïðîâåñòè ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ. Â èòîãå ïîëó÷èì:( C10(x) = 2x(x2+1)2 ;C20(x) = 2(1�x2)(x2+1)2 :Íàõîäèì �óíêöèè ïî ïðîèçâîäíûì:C1(x) = Z 2x(x2 + 1)2dx = � 1x2 + 1+D1; C2(x) = Z 2(1� x2)(x2 + 1)2 dx = 2xx2 + 1+D2:Çäåñü D1; D2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Òåïåðü ïîäñòàâëÿåì �óíêöèèC1(x); C2(x) â îáùåå ðåøåíèå ÎËÄÓ:y = �� 1x2 + 1 +D1� (x2 � 1) + � 2xx2 + 1 +D2�x:�àñêðîåì ñêîáêè è óïðîñòèì. Â ðåçóëüòàòå îáùåå ðåøåíèå ÍËÄÓ:y = D1(x2 � 1) +D2x+ 1:1.3.3. ÎËÄÓ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìèÎËÄÓ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè èìååò âèä:y(n) + a1y(n�1) + : : :+ any = 0; (1.22)ïðè÷åì âñå êîý��èöèåíòû ai � â å ù å ñ ò â å í í û å êîíñòàíòû.×àñòíûå ðåøåíèÿ, ñîñòàâëÿþùèå ÔÑ� ýòîãî óðàâíåíèÿ, âñåãäà ìîæíî íàéòèïî èçâåñòíîìó àëãîðèòìó, ñâîäÿùåìó ðåøåíèå ÄÓ ê ðåøåíèþ àëãåáðàè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ. 26



F Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøèòü ÎËÄÓ n-ãî ïîðÿäêà (1.22) ñ ïîñòîÿííûìè êîý�-�èöèåíòàìè, äîñòàòî÷íî íàéòè êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:kn + a1kn�1 + : : :+ an�1k + an = 0: (1.23)Äëÿ çàïèñè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íóæíî çàìåíèòü â ÎËÄÓ (1.22)êàæäóþ ïðîèçâîäíóþ y(m); 0 � m � n; íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòåïåíü k(m): Íà-áîðó êîðíåé k(m); 0 � m � n; ñîîòâåòñòâóåò íàáîð �óíêöèé ym; 0 � m � n;îáðàçóþùèé ÔÑ� äàííîãî ÎËÄÓ (ñì., íàïðèìåð, ïðèëîæåíèÿ C.72). Òîãäà ïîòåîðåìå 1.1 îáùåå ðåøåíèå ÎËÄÓ åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýëåìåíòîâ �óí-äàìåíòàëüíîé ñèñòåìû: y = C1y1(x) + : : :+ Cnyn(x).Äëÿ ñëó÷àÿ n = 2 õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå áóäåò êâàäðàòíûì:k2 + a1k + a2 = 0: (1.24)Ñâåäåì â òàáëèöó ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êîðíÿìè óðàâíåíèÿ (1.24) è ýëåìåíòàìèÔÑ� ñîîòâåòñòâóþùåãî ÎËÄÓ:Êîðíè óðàâíåíèÿ (1.24) ÔÑ� ÎËÄÓk1;2 � y1 = ek1x;äåéñòâèòåëüíûå y2 = ek2xè ðàçëè÷íûåk1 = k2 = ~k � y1 = e~kx;äåéñòâèòåëüíûå y2 = e~kxxè êðàòíûåk1;2 = � � i� � y1 = e�x 
os �x;êîìïëåêñíûå y2 = e�x sin�xÏ ð è ì å ð 1 . Íàéäèòå ðåøåíèÿ ÎËÄÓ:1) y00 � 2y0 � 8y = 0; 2) y00 � 6y0 + 9y = 0; 3) y00 � 6y0 + 13y = 0.� å ø å í è å .1).Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå: k2� 2k� 8 = 0: �åøåíèÿ õàðàê-òåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èìåþò âèä: k1 = 4; k2 = �2: Xàðàêòåðèñòè÷åñêîåóðàâíåíèå èìååò äâà äåéñòâèòåëüíûõ ðàçëè÷íûõ êîðíÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ÎËÄÓèìååò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèÿ y1 = e4x; y2 = e�2x. Îáùååðåøåíèå ÄÓ èìååò âèä: y = C1e4x + C2e�2x:2). Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äàííîãî ÄÓ èìååò âèä: k2 � 6k + 9 = 0:Îíî èìååò êîðåíü k = k1 = k2 = 3 êðàòíîñòè 2. Òîãäà ÔÑ� îáðàçóþò �óíêöèè:27



y1 = e3x; y2 = e3xx. Îáùåå ðåøåíèå ÄÓ :y = C1e3x + C2xe3x = (C1 + C2x) e3x:3). Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå: k2� 6k+ 13 = 0: �åøåíèÿ õàðàêòåðèñòè-÷åñêîãî óðàâíåíèÿ êîìïëåêñíûå: k1;2 = 3 � 2i: Òîãäà ÷àñòíûå ðåøåíèÿ, îáðà-çóþùèå ÔÑ�, èìåþò âèä: y1 = e3x 
os 2x; y2 = e3x sin 2x: È îáùåå ðåøåíèåÄÓ: y = (C1 
os 2x+ C2 sin 2x) e3x:Ï ð è ì å ð 2 . �åøèòå óðàâíåíèÿ:1) y000 � y = 0; 2) y000 + 2y00 � 4y0 � 8y = 0; 3) yIV + 2y00 + y = 0:� å ø å í è å .1). Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:k3 � 1 = 0; (k � 1) �k2 + k + 1� = 0;îòêóäà k1 = 1; k2;3 = 12 � ip32 :Ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì êîðíÿì ýëåìåíòû ÔÑ�:y1 = ex; y2 = e� 12x 
osp32 x; y3 = e� 12x sinp32 x:Îáùåå ðåøåíèå ÎËÄÓ:y = C1ex + e� 12x "C2 
os p32 x+ C3 sin p32 x# :2). Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä: k3+2k2�4k�8 = 0. �ðóïïèðóÿñëàãàåìûå, ïîëó÷àåì (k + 2)(k2 � 4) = 0, îòêóäà k1 = 2, k2; 3 = �2. Ôóíäàìåí-òàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé: y1 = e2x, y2 = e�2x, y3 = xe�2x; îáùåå ðåøåíèå:y = C1e2x + C2e�2x + C3xe�2x.3). Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå k4 + 2k2 + 1 = (k2 + 1)2 = 0 èìååò ä â ó -ê ð à ò í û å êîðíè k1; 2 = i, k3; 4 = �i. Èì ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿñèñòåìà ÷àñòíûõ ðåøåíèé:y1 = e0x 
osx; y2 = xe0x 
osx; y3 = e0x sinx; y4 = xe0x sinx:Îáùåå ðåøåíèå ÎËÄÓ åñòü èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ:y = C1 
osx+ C2x 
osx+ C3 sinx+ C4x sinx;èëè y = (C1 + C2x) 
osx+ (C3 + C4x) sinx:28



1.3.4. ÍËÄÓ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè�àññìîòðèì ðåøåíèå ÍËÄÓ ñ ïîñòîÿííûìè âåùåñòâåííûìè êîý��èöèåíòà-ìè ai: y(n) + a1y(n�1) + : : :+ any = f(x): (1.25)Åñëè èçâåñòíî îáùåå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ÎËÄÓ y; òî (ïî òåîðåìå 1.2,C.23) äîñòàòî÷íî íàéòè êàêîå-íèáóäü ÷àñòíîå ðåøåíèå ÍËÄÓ ~y äëÿ çàïèñè îá-ùåãî ðåøåíèÿ ÍËÄÓ: y = y + ~y: Ïîäîáðàòü ÷àñòíîå ðåøåíèå ~y âîçìîæíî àë-ãåáðàè÷åñêè � ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîý��èöèåíòîâ, åñëè �óíêöèÿ f(x)èìååò âèä êâàçèïîëèíîìà � êîìáèíàöèè ýêñïîíåíòû, ïîëèíîìîâ, êîñèíóñîâ èñèíóñîâ: f(x) = e�xnPk(x) 
os�x+Qn(x) sin�xo; (1.26)ãäå Pk(x) è Qn(x) � ïîëèíîìû ñòåïåíè k è n ñîîòâåòñòâåííî.F ×àñòíîå ðåøåíèå ~y ÍËÄÓ (ñ òî÷íîñòüþ äî íåîïðåäåëåííûõ êîý��èöè-åíòîâ) ïîäáèðàåì ïî âèäó ïðàâîé ÷àñòè f(x); ïðè ýòîì ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿòàáëèöåé ÷àñòíûõ ðåøåíèé â ïðèëîæåíèÿõ ïðèâåäåííûõ íà Ñ.73. Íåîïðåäåëåí-íûå êîý��èöèåíòû íàõîäèì ïîäñòàíîâêîé ~y â ÍËÄÓ.Çäåñü ðàññìîòðèì äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ äëÿ f(x):I. Åñëè f(x) = e�xPn(x) è êîíòðîëüíîå ÷èñëî r = � åñòü êîðåíü õàðàêòå-ðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ êðàòíîñòè s (åñëè r = � íå êîðåíü, òî s = 0), òîãäà~y = xse�xRn(x): Rn(x) � ìíîãî÷ëåí ñ íåîïðåäåëåííûìè êîý��èöèåíòàìè ñòå-ïåíè n:II. Åñëè f(x) = e�x(P 
os�x + Q sin�x) (P;Q �÷èñëà)è êîíòðîëüíîå ÷èñëîr = � + i� åñòü êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ êðàòíîñòè s (åñëè r íåêîðåíü, òî s = 0), òîãäà ~y = xse�x(R 
osx + T sinx): R è T � íåîïðåäåëåííûåêîý��èöèåíòû.Ï ð è ì å ð 1 . Íàéòè ðåøåíèÿ ÍËÄÓ:1) y00 � 5y0 + 6y = ex; 2) y00 = x2 + y; 3) y00 � 4y0 + 4y = 
osx:� å ø å í è å . 1). Íàéäåì ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ÎËÄÓ: y00�5y0+6y = 0.Âûïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå è åãî êîðíè: k2 � 5k + 6 = 0; k1 = 3;k2 = 2: Çíà÷èò, îáùåå ðåøåíèå ÎËÄÓ : �y = C1e3x + C2e2x:Òåïåðü ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîý��èöèåíòîâ ïîäáåðåì ÷àñòíîå ðåøåíèå~y ÍËÄÓ. Ïðàâàÿ ÷àñòü f (x) = ex � êâàçèìíîãî÷ëåí (1.26) âèäà I (Ñ.29) è åãîïàðàìåòðû � = 1; P0(x) = 1: Òîãäà êîíòðîëüíîå ÷èñëî r = � = 1: Òåïåðüêîíñòðóèðóåì ~y. Òàê êàê r = 1 íå êîðåíü , òî s = 0. Ìíîãî÷ëåí R0(x) = A, ãäåA � íåîïðåäåëåííûé êîý��èöèåíò. Èòàê, ~y = Aex: Íàéäåì A ïîäñòàíîâêîé â29



ÍËÄÓ. Ôóíêöèè ~y = Aex; ~y0 = Aex; ~y00 = Aexïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèå :Aex � 5Aex + 6Aex = ex => A = 12 => ~y = 12ex:Îêîí÷àòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå ÍËÄÓy = �y + ~y = C1e3x + C2e2x + 12ex:2). Äëÿ ÎËÄÓ y0 � y = 0 ðåøàåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèåk2 � 1 = 0 => k1 = 1; k2 = �1è íàõîäèì îáùåå ðåøåíèå �y = C1ex + C2e�x:Ïî ïðàâîé ÷àñòè f (x) = x2 îïðåäåëÿåì ïàðàìåòðû (1.26) òèïà I (Ñ.29): � = 0;P2(x) = x2: Êîíòðîëüíîå ÷èñëî r = � + i� = 0 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðè-ñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ïîýòîìó s = 0, à Rm(x) = Ax2 + Bx + C. Âèä ÷àñòíîãîðåøåíèÿ ~y = Ax2 + Bx+ C: Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ~y â ÍËÄÓ ïîëó÷èì2A� �Ax2 +Bx+ C� = x2 <=> 8<: �A = 1;�B = 0;2A� C = 0; îòêóäà 8<: A = �1B = 0C = �2 :Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòíîå ðåøåíèå ÍËÄÓ ~y = �x2 � 2; à îáùåå ðåøåíèåy = �y + ~y = C1ex + C2e�x � �x2 + 2� :3). Äëÿ ÎËÄÓ y00 � 4y0 + 4y = 0 ðåøàåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèåk2 � 4k + 4 = 0; k1;2 = 2. Îáùåå ðåøåíèå ÎËÄÓ �y = (C1 + C2x) e2x:Ïî ïðàâîé ÷àñòè f (x) = 
osx îïðåäåëÿåì ïàðàìåòðû (1.26) òèïà II (Ñ.29):� = 0; � = 1: Êîíòðîëüíîå ÷èñëî r = � + i� = i íå ÿâëÿåòñÿ êîð-íåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ïîýòîìó s = 0. Âèä ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ~y = A 
osx+ B sinx: Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ~y â ÍËÄÓ ïîëó÷èì(�A 
osx� B sinx)� (�A sinx+B 
osx) y0 + (A 
osx+ B sinx) y = 
osx;(�A� 4B + 4A) 
osx+ (�B + 4A+ 4B) sinx = 
osx;�3A� 4B = 14A+ 3B = 0 => � A = 325B = � 425 :30



×àñòíîå ðåøåíèå ÍËÄÓ ~y = 325 
osx� 425 sinx;à îáùåå y = (C1 + C2x) e2x + 325 
osx� 425 sinx:F Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü ÍËÄÓ åñòü ñóììà êâàçèìíîãî÷ëåíîâ, òî, ïîëüçóÿñüïðèíöèïîì ñóïåðïîçèöèè (òåîðåìà 1.3, Ñ.23), íàõîäèì ÷àñòíîå ðåøåíèå ~yÍËÄÓ êàê ñóììó ÷àñòíûõ ðåøåíèé, ïîäîáðàííûõ äëÿ êàæäîãî êâàçèìíîãî÷ëå-íà â îòäåëüíîñòè.Ï ð è ì å ð 2. Îïðåäåëèòü âèä ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ÍËÄÓy000 � y00 + y0 � y = 1 + 4xex:� å ø å í è å . Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå k3�k2+k� 1 = 0 èìååò êîðíèk1 = 1, k2; 3 = �i.Â èñõîäíîì óðàâíåíèè íåîäíîðîäíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ å ä è í û ìêâàçèïîëèíîìîì (â ñàìîì äåëå, îíà âêëþ÷àåò êàê ñëàãàåìîå ñ ýêñïîíåíòîé,òàê è ñëàãàåìîå áåç íåå, ÷òî íåâîçìîæíî â îäíîì êâàçèïîëèíîìå).Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèöèè (ñì. Ñ. 23) ðåøèì îòäåëüíî ä â àÍËÄÓ: y000 � y00 + y0 � y = 1 è y000 � y00 + y0 � y = 4xex:Äëÿ ïåðâîãî ÍËÄÓ: Äëÿ âòîðîãî ÍËÄÓ:f(x) = e0x f(x) = 4xe1xêîíòðîëüíîå ÷èñëî êîíòðîëüíîå ÷èñëîr = � + i� = 0 6= k1; 2; 3; r = � + i� = 1 = k1;êðàòíîñòü s = 0; êðàòíîñòü s = 1 ;ñòåïåíü ïîëèíîìà m = 0. ñòåïåíü ïîëèíîìà m = 1.×àñòíîå ðåøåíèå : ×àñòíîå ðåøåíèå :~y1 = A. ~y2 = ex(Bx+ C)x.Çäåñü A; B; C � íåîïðåäåëåííûå êîý��èöèåíòû, êîòîðûå ìîæíî íàéòè ïîä-ñòàíîâêîé ~y1 â ïåðâîå ÍËÄÓ, à ~y2 � âî âòîðîå ÍËÄÓ.Îêîí÷àòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî ÍËÄÓ èìååò âèä:y(x) = y + ~y1 + ~y2 = C1ex + C2 
osx+ C3 sinx+ A+ ex(Bx2 + Cx):F Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü ÍËÄÓ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè íå ÿâëÿåò-ñÿ êâàçèïîëèíîìîì, òî ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîý��èöèåíòîâ íå ðàáîòàåò, íîìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä Ëàãðàíæà (ñì. Ñ.25).Ï ð è ì å ð 3 . Íàéäèòå ðåøåíèå ÍËÄÓ y000 + y0 = 1sinx :31



� å ø å í è å . Íàéäåì ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ÎËÄÓ:y000 + y0 = 0; k3 + k = 0; k1 = 0; k2;3 = �i:Çíà÷èò, y1 = 0; y2 = 
osx; y3 = sinx � �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé.Îáùåå ðåøåíèå ÎËÄÓ �y = C1 + C2 
osx+ C3 sinx:Âàðüèðóåì ïîñòîÿííûåy = C1 (x) + C2 (x) 
osx+ C3 (x) sinx:Ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ Ci0 (x):8<: C10 � 1 + C20 
osx+ C30 sinx = 0�C20 sinx+ C30 
osx = 0�C20 
osx� C30 sinx = 1sinx :�åøåíèå ýòîé ñèñòåìû : 8<: C10 = 1sinxC20 = �
osxsinxC30 = �1 :Íàéäåì Ci (x): 8<: C1 (x) = R dxsinx = ln ��tg x2 ��+D1C2 (x) = R �
osxsinxdx = � ln jsinxj+D2C3 (x) = �x+D3 :Çàïèøåì îáùåå ðåøåíèå ÍËÄÓ :y = ln ���tg x2 ���+D1 + (� ln jsinxj+D2) 
osx+ (�x+D3) sinxèëè y = ln ���tg x2 ���� 
osx ln jsinxj � x sinx+D1 +D2 
osx+D3 sinx:1.3.5. Óðàâíåíèå Ýéëåðà(Îäíîðîäíûì) óðàâíåíèåì Ýéëåðà íàçûâàåòñÿ ÄÓ âèäàxny(n) + a1xn�1y(n�1) + : : :+ an�1xy0 + any = 0; (1.27)ãäå âñå ai � ïîñòîÿííûå. Õàðàêòåðíûì ïðèçíàêîì óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ÿâëÿåò-ñÿ ñîâïàäåíèå ñòåïåíè àðãóìåíòà è ïîðÿäêà ïðîèçâîäíîé èñêîìîé �óíêöèè âêàæäîì ñëàãàåìîì. 32



F Äëÿ ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà íóæíî ñîñòàâèòü è ðå-øèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå. Ïðîùå âñåãî ñäåëàòü ýòî ïîäñòàíîâêîéy = xk (ïðè ïîäñòàíîâêå ó÷èòûâàåì, ÷òî y0 = kxk�1, y00 = k(k � 1)xk�2; : : : ;y(n) = k(k� 1)(k� 2) : : : (k� n+ 1)xk�n): Ïî âèäó êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ íàõîäèì ÔÑ�, à çíà÷èò, è îáùåå ðåøåíèå. Äëÿ ñëó÷àÿ n = 2 ñîîòâåò-ñòâèå ìåæäó êîðíÿìè è �óíäàìåíòàëüíûìè �óíêöèÿìè ïðèâåäåíî â òàáëèöå(äëÿ ÄÓ âûñøèõ ñòåïåíåé ñì. ïðèëîæåíèÿ íà Ñ.73 ).Êîðíè õàð. óðàâíåíèÿ ÔÑ� óðàâíåíèÿ Ýéëåðàk1;2 � y1 = xk1;äåéñòâèòåëüíûå y2 = xk2è ðàçëè÷íûåk1 = k2 = ~k � y1 = x~k;äåéñòâèòåëüíûå y2 = x~k lnxè êðàòíûåk1;2 = � � i� � y1 = x� 
os(� lnx);êîìïëåêñíûå y2 = x� sin(� lnx)Ï ð è ì å ð 1. �åøèòü óðàâíåíèÿ Ýéëåðà:1) x2y00 + xy0 � y = 0; 2) x2y00 � xy0 + y = 0; 3) x2y00 + xy0 + y = 0.� å ø å í è å. 1). Ïîñëå ñòåïåíí�îé ïîäñòàíîâêè y = xk ïîëó÷àåì õàðàêòåðè-ñòè÷åñêîå óðàâíåíèå k(k � 1) + k � 1 = 0, åãî êîðíè k1 = �1, k2 = 1. Îáùååðåøåíèå ÄÓ: y = C1x + C2 x.2). Óðàâíåíèå k(k� 1)� k+1 = 0 èìååò ñîâïàäàþùèå êîðíè k1; 2 = 1. Îáùååðåøåíèå ÄÓ: y = C1x+ C2 x lnx = (C1 + C2 lnx)x.3). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè y = xk ïîëó÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèåk(k � 1) + k + 1 = 0, êîòîðîå èìååò êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå êîðíè k1; 2 = � i.Îáùåå ðåøåíèå: y = C1 
os lnx+ C2 sin lnx.1.3.6. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ1. y00 + 4y = 
os 2x(Îòâåò: y = C1 
os 2x+ C2 sin 2x+ x4 sin 2x):2. y00 � 3y0 + 2y = 0 y (0) = 2; y0 (0) = �3(Îòâåò: y = 7ex � 5e2x):3. y00 + y0 + y = 3e2x(Îòâåò: y = e� 12x(C1 
os p32 x+ C2 sin p32 x) + 37e2x):33



4. y00 � 8y0 + 7y = 3x2 + 7x+ 8(Îòâåò: y = C1ex + C2e7x + 37x2 + 9749x+ 1126343 ):5. y00 � 2y0 + 10y = x 
os 2x(Îòâåò: y = ex(C1 
os 3x+ C2 sin 3x) + � 326x+ 29338� 
os 2x+ �� 113x� 1169� sin 2x):6. x2y00 + xy0 � y = 0(Îòâåò: y = C1x+ C2x�1:)
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�ëàâà 2�ÿäû2.1. ×èñëîâûå ðÿäû2.1.1. Îïðåäåëåíèå è âû÷èñëåíèå ñóììû ðÿäàÏóñòü u1; u2; u3; : : : � ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü . Âûðàæåíèå âèäàu1 + u2 + : : : + un + : : : = 1Pn=1 un íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì. Ñóììà ïåðâûõn ñëàãàåìûõ u1 + u2 + : : : + un = Sn íàçûâàåòñÿ n-é ÷àñòè÷íîé ñóììîé ðÿ-äà. �ÿä 1Pn=1 un íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò ê î í å ÷ í û é ïðåäåë Sïîñëåäîâàòåëüíîñòè Sn åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì limn!1 Sn = S. Åñëè äàííûé ïðåäåë ðà-âåí áåñêîíå÷íîñòè èëè íå ñóùåñòâóåò, òî ðÿä íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ. Äëÿñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ÷èñëî S íàçûâàåòñÿ ñóììîé ðÿäà.F Âû÷èñëåíèå ñóììû ÷èñëîâîãî ðÿäà ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ ñâîäèòñÿ êâû÷èñëåíèþ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Sn; ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ñâîéñòâà÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ïðèåìû âû÷èñëåíèÿ èõ ïðåäåëîâ. Îäíàêî, ïðå-æäå âñåãî íóæíî íàéòè �îðìóëó n�ãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Sn ïî èçâåñò-íîé �îðìóëå îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà un: �àññìîòðèì ýòó çàäà÷ó íà ïðèìåðàõ.Ï ð è ì å ð 1. Íàéòè �îðìóëó n�ãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Sn ÷àñòè÷íûõñóìì ñëåäóþùèõ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ:1)16 + 32 � 2262 + 33 � 2363 + : : : ; 2) 1Xn=1 1n(n+ 3); 3) 73 � 8 + 94 � 15 + 115 � 24 + : : : :� å ø å í è å. 1). Çàìåòèì, ÷òî åñëè un � n-é ÷ëåí ðÿäà, òîu1 = 16 = 31 � 2161 = 3161 � 2161 = 12 � 13 ;u2 = 32 � 2262 = 122 � 132 ; u3 = 33 � 2363 = 123 � 133 : : : ;un = 12n � 13n :35



Ïîýòîìó n-å ÷àñòè÷íûå ñóììû Sn áóäóò èìåòü âèä:S1 = u1 = 12 � 13; S2 = u1 + u2 = 12 � 13 + 122 � 132 = (12 + 122)� (13 + 132);S3 = u1 + u2 + u3 = 12 � 13 + 122 � 132 + 123 � 133 = (12 + 122 + 123)� (13 + 132 + 133);Sn = (12 + 122 + : : :+ 12n)� (13 + 132 + : : :+ 13n ):Ïðîñóììèðóåì ñòîÿùèå â ñêîáêàõ n ïåðâûõ ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîãðåñ-ñèé ñî çíàìåíàòåëÿìè q (q = 12 è q = 13) ïî �îðìóëå b1(1�qn)1�q (b1 � ïåðâûé ÷ëåíïðîãðåññèè). Ïîëó÷èìSn = 1� 12n2 � 12 � 1� 13n3 � 23 = 12 � 12n + 12 � 3n ; n = 1; 2; : : : :2). Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøèòü ýòó çàäà÷ó, ïðåäñòàâèì îáùèé ÷ëåí ðÿäà â âèäåñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé:un = 1n(n+ 3) = 13 � n � 13 � (n+ 3):Êîý��èöèåíòû 13 è �13 ìû çäåñü ïðîñòî ïîäîáðàëè, îäíàêî ìîæíî áûëî äåé-ñòâîâàòü ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîý��èöèåíòîâ. Òåïåðü âû÷èñëèì ÷àñòè÷-íûå ñóììû.S1 = u1 = 13 � 1 � 13 � 4; S2 = u1 + u2 = 13 �11 � 14 + 12 � 15� ;S3 = u1 + u2 + u3 = 13 �11 � 14 + 12 � 15 + 13 � 16� :Íà÷èíàÿ ñ 4-é ÷àñòè÷íîé ñóììû íåêîòîðûå ñëàãàåìûå (îíè ïîä÷åðêíóòû) íà-÷íóò ñîêðàùàòüñÿ:S4 = u1 + u2 + u3 + u4 = 13 �11 � 14 + 12 � 15 + 13 � 16 + 14 � 17�S5 = u1 + u2 + u3 + u4 + u5 = 13 �11 � 14 + 12 � 15 + 13 � 16 + 14 � 17 + 15 � 18� : : : :Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ n = 3; �îðìóëà ÷àñòè÷íîé ñóììû áóäåò ñëåäóþ-ùåé: Sn = 13 �11 + 12 + 13 � 1n+ 1 � 1n+ 2 � 1n+ 3� :36



3). Â ýòîé çàäà÷å ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî çàïèñàòü �îðìóëó îáùåãî ÷ëåíàðÿäà. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî åñëè íóìåðîâàòü ñëàãàåìûå íà÷èíàÿ ñ n = 3; òîun = 2n+1n(n2�1) : Äàëåå, òàê æå êàê â ïóíêòå 2), ïðåäñòàâèì ïîëó÷åííóþ äðîáü ââèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ. Çäåñü èñïîëüçóåì ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîý��èöè-åíòîâ: un = 2n+ 1n(n2 � 1) = An + B(n� 1) + Cn+ 1):Ïðèâîäèì ïðàâóþ ÷àñòü ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è ïðèðàâíèâàåì ïîëó÷åííûé÷èñëèòåëü ê ÷èñëèòåëþ ëåâîé ÷àñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõóðàâíåíèé: ( A+ B + C = 0B � C = 2�A = 1 :Åå ðåøåíèå A = �1; B = 32; C = �12: Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî ñëåäóþùååðàçëîæåíèå: un = �1n + 32(n� 1) � 12(n+ 1) ; n = 3; 4; : : : :Òåïåðü âû÷èñëèì ÷àñòè÷íûå ñóììû:S1 = u3 = �13 + 32 � 2 � 12 � 4 ;S2 = u3 + u4 = �13 + 32 � 2 � 12 � 4 � 14 + 32 � 3 � 12 � 5 ;S3 = u3 + u4 + u5 = �13 + 32 � 2 � 12 � 4 � 14 + 32 � 3 � 12 � 5 � 15 + 32 � 4 � 12 � 6; : : : :Çàìåòèì, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ S3, ïðîìåæóòî÷íûå ñëàãàåìûå ñîêðàùàþòñÿ (îíè ïîä-÷åðêíóòû). Â �îðìóëå îñòàíóòñÿ ëèøü 6 ñëàãàåìûõ:Sk = �13 + 32 � 2 + 12 � 3 � 12 � (k + 2) � 1k + 2 � 12 � (k + 3); k = 3; 4; : : : :Ï ð è ì å ð 2. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü è íàéòè ñóììû, åñëè ýòî âîçìîæíî,ñëåäóþùèõ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ:1)16 + 32 � 2262 + 33 � 2363 + : : : ; 2) 1Xn=1 1n(n+ 3); 3) 73 � 8 + 94 � 15 + 115 � 24 + : : : :� å ø å í è å. Îñíîâíîé ÷àñòüþ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå �îðìóëûn-ãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì. Íî ýòî ìû ñäåëàëè âïðèìåðå 1. Îñòàëîñü èññëåäîâàòü ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ÷èñëîâîé ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè Sn. 37



1). Äëÿ ïåðâîãî ðÿäà èìååì:Sn = 12 � 12n + 12 � 3n ; n = 1; 2; : : : :Âû÷èñëÿåì ñóììó ðÿäà êàê ïðåäåë:S = limn!1 Sn = limn!1�12 � 12n + 12 � 3n� = 12 :2). Äëÿ âòîðîãî ðÿäà ÷àñòè÷íûå ñóììû èìåþò âèä:S1 = 14 ; S2 = 720;Sn = 13 �116 � 1n+ 1 � 1n+ 2 � 1n+ 3� ; n = 3; 4; : : : :Ïîñêîëüêó ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëàåå ÷ëåíîâ, ñóììà ðÿäà åñòü ïðåäåë:S = limn!1 13 �116 � 1n+ 1 � 1n+ 2 � 1n+ 3� = 1118 :3). �àññóæäàÿ òàê æå êàê â ïóíêòå 2), âûïèñûâàåì �îðìóëó ÷àñòè÷íûõ ñóìì(ñì. ïðèìåð 1 ïóíêò 3)):Sk = 712 � 12 � (k + 2) � 1k + 2 � 12 � (k + 3); k = 3; 4; : : : ;è ñ÷èòàåì ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:S = limk!1� 712 � 12 � (k + 2) � 1k + 2 � 12 � (k + 3)� = 712 :Ïðèìåð çàêîí÷åí, îäíàêî ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî íàõîæäåíèå �îðìóëû n-ãî ÷ëå-íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì � çàäà÷à ñëîæíàÿ è â áîëüøèíñòâåñëó÷àåâ íå ðåøàåìàÿ. Òåì íå ìåíåå, îïðåäåëåíèå ñóììû ðÿäà íå åäèíñòâåííûéèíñòðóìåíò â èññëåäîâàíèè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ è âû÷èñëåíèè èõ ñóìì.2.1.2. Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè çíàêîïîëîæèòåëüíûõ ðÿäîâ�ÿä 1Pn=1 un íàçûâàåòñÿ çíàêîïîëîæèòåëüíûì, åñëè âñå un íåîòðèöàòåëüíû. Íàïî-ìíèì îñíîâíûå òåîðåìû � ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè çíàêîïîëîæèòåëüíûõ ðÿäîâ.38



Òåîðåìà 2.1 ( èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê Êîøè)Ïóñòü à) �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ x � 1; á) f(x) � 0 íà îáëàñòèîïðåäåëåíèÿ; â) f(x) ìîíîòîííî óáûâàåò. Òîãäà ðÿä 1Pn=1 f(n), ñîñòàâëåííûéèç çíà÷åíèé f(x) ïðè íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà, è íåñîáñòâåííûéèíòåãðàë R 11 f(x) dx âåäóò ñåáÿ îäèíàêîâî � îáà ñõîäÿòñÿ èëè îáà ðàñõîäÿòñÿ.Òåîðåìà 2.2 ( ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ)Ïóñòü äàíû äâà ðÿäà 1Pn=1 un, 1Pn=1 vn, ïðè÷åì 0 � un � vn. Òîãäà:1) åñëè ðÿä 1Pn=1 vn ñõîäèòñÿ (è èìååò ñóììó S ), òî ðÿä 1Pn=1 un òåì áîëåå ñõî-äèòñÿ (îáîçíà÷èì åãî ñóììó êàê S), ïðè÷åì S � S;2) åñëè ðÿä 1Pn=1 un ðàñõîäèòñÿ, òî ðÿä 1Pn=1 vn òîæå ðàñõîäèòñÿ.Òåîðåìà 2.3 ( ïðåäåëüíûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ)Ïóñòü äàíû äâà ðÿäà 1Pn=1 un, 1Pn=1 vn, ïðè÷åì âñå un > 0, vn > 0, è ïóñòüñóùåñòâóåò limn!1 unvn = K. Òîãäà:1) åñëè 0 � K <1 è ðÿä 1Pn=1 vn ñõîäèòñÿ, òî ðÿä 1Pn=1 un òîæå ñõîäèòñÿ;2) åñëè 0 < K � 1 è ðÿä 1Pn=1 vn ðàñõîäèòñÿ, òî ðÿä 1Pn=1 un òîæå ðàñõîäèòñÿ;3) åñëè 0 < K < 1, òî ðÿäû âåäóò ñåáÿ îäèíàêîâî (îáà ñõîäÿòñÿ èëè îáàðàñõîäÿòñÿ).Òåîðåìà 2.4 (ïðèçíàê Ä'Àëàìáåðà )Ïóñòü äàí ðÿä 1Pn=1 un, ïðè÷åì âñå un > 0, è ïóñòü ñóùåñòâóåò limn!1 un+1un = �:Òîãäà:1) åñëè � < 1, òî ðÿä 1Pn=1 un ñõîäèòñÿ ;2) åñëè � > 1, òî ðÿä 1Pn=1 un ðàñõîäèòñÿ ;3) åñëè � = 1, òî ïðèçíàê íåý��åêòèâåí (ðÿä ìîæåò êàê ñõîäèòüñÿ, òàê èðàñõîäèòüñÿ).Òåîðåìà 2.5 ( ðàäèêàëüíûé ïðèçíàê Êîøè)Ïóñòü äàí ðÿä 1Pn=1 un, ïðè÷åì âñå un > 0, è ïóñòü ñóùåñòâóåò limn!1 npun = �.Òîãäà:1) åñëè � < 1, òî ðÿä 1Pn=1 un ñõîäèòñÿ ;39



2) åñëè � > 1, òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ ;3) åñëè � = 1, òî ïðèçíàê íåý��åêòèâåí (ðÿä ìîæåò êàê ñõîäèòüñÿ, òàê èðàñõîäèòüñÿ).Òåîðåìà 2.6 ( íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè) Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ(íåâàæíî çíàêîïîëîæèòåëüíûé èëè çíàêîïåðåìåííûé), òî ïðåäåë åãî îáùåãî÷ëåíà ðàâåí íóëþ.Òåïåðü äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü íå òîëü-êî îïðåäåëåíèå ñóììû ðÿäà, íî è âñå ñ�îðìóëèðîâàííûå ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè.F Èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè ðÿäà ïîëåçíî íà÷èíàòü ñ ïðîâåðêè íåîáõîäè-ìîãî ïðèçíàêà: åñëè ïðåäåë îáùåãî ÷ëåíà íå íîëü, òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ; åñëèíîëü, òî ïðîäîëæàåì èññëåäîâàíèå, ïîäáèðàÿ ïî âèäó ðÿäà ïîäõîäÿùèé ïðè-çíàê ñõîäèìîñòè. Îñîáåííîñòü ïðèìåíåíèÿ ïðèçíàêîâ ñðàâíåíèÿ � ïðåäâàðè-òåëüíàÿ �îðìóëèðîâêà ãèïîòåçû î ñõîäèìîñòè ðÿäà è ïîäáîð ýòàëîííîãî ðÿäàäëÿ ñðàâíåíèÿ. Çäåñü ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü áåñêîíå÷íî áîëüøèõè áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåëè÷èí.Ï ð è ì å ð . Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ñëåäóþùèå ðÿäû:1) 1Xn=1 4� nn(n+ 1)(n+ 2); 2) 1Xn=1 n sin 2n ; 3) 1Xn=1 lnn3pn7 ; 4) 1Xn=1 1(2n� 1) ln(3n+ 1);5) 1Xn=1 4n�1pn2 + 5(n� 1)! ; 6) 1Xn=1 �2n� 13n+ 1�n=2 :� å ø å í è å . 1). Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ïðåäåë îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà íà áåñêîíå÷-íîñòè � íîëü, ïîýòîìó ïðîäîëæàåì èññëåäîâàíèå. Ôóíêöèÿ, ñòîÿùàÿ ïîä çíàêîìðÿäà � çíàêîïåðåìåííàÿ è , íà÷èíàÿ ñ n = 5, � îòðèöàòåëüíàÿ. Ïåðåïèøåì ðÿäâ âèäå ñóììû:1Xn=1 4� nn(n+ 1)(n+ 2) = 4Xn=1 4� nn(n+ 1)(n+ 2) � 1Xn=5 n� 4n(n+ 1)(n+ 2):Ïîíÿòíî, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõî-äèòñÿ çíàêîïîëîæèòåëüíûé ðÿä 1Pn=5 n�4n(n+1)(n+2): Èçó÷èì åãî. Çàìåòèì, ÷òî ïîäçíàêîì ðÿäà ñòîèò äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ. Òàêîãî òèïà ðÿäû ïðîùåâñåãî èññëåäîâàòü ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîãî ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ (òåîðåìà 2.3).Ñðàâíèâàòü áóäåì ñ ðÿäîì 1Pn=1 1n� : Èçâåñòíî, ÷òî åñëè � > 1; òî ðÿä ñõîäèòñÿ èåñëè � � 1; òî � ðàñõîäèòñÿ. Ïîäáèðàåì ýòàëîííûé ðÿä (ò.å. âû÷èñëÿåì �):áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ âåëè÷èíà n � 4 ýêâèâàëåíòíà n, à áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ40



n(n+1)(n+ 2) ýêâèâàëåíòíà n3: Ïîýòîìó äðîáü n�4n(n+1)(n+2) âåäåò ñåáÿ íà áåñêî-íå÷íîñòè òàê æå, êàê nn3 = 1n2 . Òåïåðü ïðèìåíèì ïðåäåëüíûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ,èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå ýòàëîííîãî ðÿäà 1Pn=1 1n2 : Íàõîäèì ïðåäåë îòíîøåíèÿ îáùèõ÷ëåíîâ: limn!1 (n� 4)n2n(n+ 1)(n+ 2) = 1:Òàê êàê 1� êîíå÷íîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ, ðÿäû âåäóò ñåáÿ îäèíàêîâî. �ÿä1Pn=1 1n2 ñõîäèòñÿ, à çíà÷èò, çíàêîïîëîæèòåëüíûé ðÿä 1Pn=5 n�4n(n+1)(n+2) òîæå ñõîäèòñÿ,à âìåñòå ñ íèì ñõîäèòñÿ è ïåðâîíà÷àëüíûé çíàêîïåðåìåííûé.2). Íà÷íåì, êàê âñåãäà, ñ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëà îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà:limn!1 n sin 2n = limn!1 n2n = 2 6= 0:Çíà÷èò ðÿä ðàñõîäèòñÿ (ïî íåîáõîäèìîìó ïðèçíàêó ñõîäèìîñòè,òåîðåìà 2.6).3). Âû÷èñëèòü ïðåäåë îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà ìîæíî, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ïðà-âèëà Ëîïèòàëÿ: limn!1 lnn3pn7 = limn!1 3n7 3pn4 = 0:Äàëåå ïðèìåíèì ê ðÿäó íåïðåäåëüíûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ. Äåéñòâîâàòü, êàêâ ïðèìåðå 1), ìû íå ìîæåì, òàê êàê áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ lnn íå ýêâèâàëåíò-íà íèêàêîé ñòåïåííîé �óíêöèè. 2 Äëÿ íàøåãî ðÿäà èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî:lnn < n: Òîãäà lnn3pn7 < n3pn7 = 13pn4 : Ïîñêîëüêó ðÿä 1Pn=1 13pn4 ñõîäèòñÿ êàê ñòåïåííîéñ ïîêàçàòåëåì áîëüøå åäèíèöû, òî è ìåíüøèé ðÿä òîæå ñõîäèòñÿ (ïî ïðèçíàêóñðàâíåíèÿ, òåîðåìà 2.2).4). Äëÿ ýòîãî ðÿäà î÷åâèäíî, ÷òî ïðåäåë îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà ðàâåí íóëþ. Ñëå-äóþùèé ýòàï � âûáîð ïðèçíàêà ñõîäèìîñòè. Ñðàâíåíèå ñî ñòåïåííûìè ðÿäàìèçäåñü íå ðàáîòàåò. Îäíàêî ïðîâåäåì ñðàâíåíèå ñ ÷óòü ïîäïðàâëåííûì ðÿäîì1Xn=1 1(3n+ 1) ln(3n+ 1):Äëÿ ýòîãî íàéäåì ïðåäåë îòíîøåíèÿ îáùèõ ÷ëåíîâ ñðàâíèâàåìûõ ðÿäîâ:limn!1 (2n� 1) ln(3n+ 1)(3n+ 1) ln(3n+ 1) = 23 � êîíå÷íîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò 0.2Ïðè ñðàâíåíèè ïîëåçíî ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùèå ëîãàðè�ìè÷åñêóþ �óíêöèþ ñî ñòåïåííûìè: åñëè � > 0; òî x� > lnxäëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ x; íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî x0:41



Òàêèì îáðàçîì, ðÿäû 1Pn=1 1(n�1) ln(3n+1) è 1Pn=1 1(3n+1) ln(3n+1) âåäóò ñåáÿ îäèíàêîâî (ïîïðåäåëüíîìó ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ, òåîðåìà 2.3). Äëÿ âòîðîãî ðÿäà âîñïîëüçó-åìñÿ èíòåãðàëüíûì ïðèçíàêîì Êîøè. Âû÷èñëèì ñîîòâåòñòâóþùèé ðÿäó íåñîá-ñòâåííûé èíòåãðàë:1Z1 1(3x+ 1) ln(3x+ 1) dx = 13 ln(ln(3x+ 1)) ���11 =1:Òî åñòü èíòåãðàë 1R1 1(3x+1) ln(3x+1) dx ðàñõîäèòñÿ, à ñëåäîâàòåëüíî, ðàñõîäèòñÿ èñîîòâåòñòâóþùèé åìó ðÿä 1Pn=1 1(3n+1) ln(3n+1) (ïî èíòåãðàëüíîìó ïðèçíàêó Êîøè,òåîðåìà 2.1). Íî òîãäà è ïåðâîíà÷àëüíûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.5). Ýòà çàäà÷à ïîäðàçóìåâàåò ïðèìåíåíèå ïðèçíàêà Ä'Àëàìáåðà, òåîðåìà 2.4,(íàïðèìåð ïîòîìó, ÷òî ïîä çíàêîì ðÿäà ïðèñóòñòâóåò �àêòîðèàë). Ñîñòàâèì èâû÷èñëèì îòíîøåíèå (n+ 1) - ãî ÷ëåíà ðÿäà ê n - ìó:un+1un = 4np(n+ 1)2 + 5 (n� 1)!n!4n�1pn2 + 5 = 4p(n+ 1)2 + 5npn2 + 5 :Ïîñ÷èòàåì ïðåäåë íàéäåííîãî îòíîøåíèÿ:limn!1 un+1un = limn!1 4p(n+ 1)2 + 5npn2 + 5 = 0 < 1:Òàê êàê ïîëó÷åííûé ïðåäåë ìåíüøå 1, ðÿä (ïî ïðèçíàêó Ä'Àëàìáåðà) ñõîäèòñÿ.6). Ïîñëåäíèé ðÿä èññëåäóåì ñ ïîìîùüþ ðàäèêàëüíîãî ïðèçíàêà Êîøè (òåî-ðåìà 2.5):limn!1 npun = limn!1 ns�2n� 13n+ 1�n=2 = limn!1�2n� 13n+ 1�1=2 =r23 < 1:Ïîñêîëüêó ïðåäåë ìåíüøå 1, ðÿä ñõîäèòñÿ.F Çàìåòèì, ÷òî ïðèçíàêè Ä'Àëàìáåðà è Êîøè ðàäèêàëüíûé áîëåå óäîáíû,òàê êàê íå òðåáóþò ïîäáîðà ýòàëîíîâ. Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëåíèåïðåäåëîâ ïî òåîðåìàì Êîøè èëè Ä'Àëàìáåðà íå ñëîæíåå, ÷åì âû÷èñëåíèå ïðå-äåëà îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà ïî íåîáõîäèìîìó ïðèçíàêó ñõîäèìîñòè. Ïîýòîìó â ïðè-ìåðàõ 5) è 6) ìû íå ïðîâåðÿåì ðàâåí ëè íóëþ ïðåäåë îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà. Îäíàêîòåîðåìû Êîøè è Ä'Àëàìáåðà íå âñåãäà ïðèìåíèìû.42



2.1.3. Çíàêîïåðåìåííûå è êîìïëåêñíûå ðÿäûÇíàêîïåðåìåííûì íàçûâàåòñÿ ðÿä, ñëàãàåìûå êîòîðîãî èìåþò ðàçíûå çíàêè.Çíàêî÷åðåäóþùèìñÿ íàçûâàåòñÿ ðÿä âèäàa1 � a2 + a3 � a4 + : : :+ (�1)n+1an + : : : = 1Xn=1 (�1)n+1an;ãäå âñå an > 0 èëè an < 0.Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðÿäû âèäà 1Pn=1 un, ãäå un � ÷èñëà äåéñòâèòåëüíûå ïðî-èçâîëüíîãî çíàêà èëè êîìïëåêñíûå.�ÿä 1Pn=1 un íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ðÿä 1Pn=1 junj ñõîäèòñÿ.�ÿä 1Pn=1 un íàçûâàåòñÿ óñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñàì îí ñõîäèòñÿ, à ðÿä 1Pn=1 junjðàñõîäèòñÿ. Íàïîìíèì îñíîâíûå òåîðåìû ðàçäåëà.Òåîðåìà 2.7 ( îá àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà)Ïóñòü ðÿä 1Pn=1 junj, ñîñòàâëåííûé èç ìîäóëåé, ñõîäèòñÿ. Òîãäà ðÿä 1Pn=1 un òî-æå ñõîäèòñÿ.Òåîðåìà 2.8 ( î ñõîäèìîñòè êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ðÿäîâ)Ïóñòü èç êîìïëåêñíûõ ÷èñåë zn = xn+ iyn îáðàçîâàí ðÿä 1Pn=1 zn. Ñïðàâåäëèâûóòâåðæäåíèÿ :1) ðÿä 1Pn=1 zn ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäÿòñÿ ïî îòäåëüíîñòèðÿäû 1Pn=1 xn, 1Pn=1 yn, ïðè÷åì 1Pn=1 zn = 1Pn=1 xn + i 1Pn=1 yn;2) ðÿä 1Pn=1 zn àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà àáñîëþòíî ñõî-äÿòñÿ ðÿäû 1Pn=1 xn è 1Pn=1 yn.Òåîðåìà 2.9 ( ïðèçíàê Ëåéáíèöà)Ïóñòü äëÿ çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà 1Pn=1(�1)n+1an, an > 0, âûïîëíÿþòñÿóñëîâèÿ :1) ñëàãàåìûå ðÿäà óáûâàþò ïî ìîäóëþ: a1 > a2 > a3 > : : : ,2) limn!1 an = 0.Òîãäà ðÿä ñõîäèòñÿ, à ñóììà ðÿäà íå ïðåâîñõîäèò ìîäóëü ïåðâîãî ñëàãàåìîãî:1Pn=1(�1)n+1an � a1: 43



F Îòìåòèì îñíîâíûå ýòàïû ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ñõîäèìîñòü ðÿäà.1. Èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè äåéñòâèòåëüíûõ çíàêî÷åðåäóþùèõñÿ è êîìïëåêñ-íûõ ðÿäîâ (òàê æå êàê è çíàêîïîëîæèòåëüíûõ) ñòîèò íà÷èíàòü ñ ïðîâåðêèíåîáõîäèìîãî ïðèçíàêà ñõîäèìîñòè (ñì. Ñ. 40, òåîðåìà 2.6 ). Ïðè÷åì èçó÷åíèåñõîäèìîñòè êîìïëåêñíîãî ðÿäà ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ñõîäèìîñòè äâóõ äåéñòâè-òåëüíûõ ðÿäîâ. Â ñèëó òåîðåìû 2.8 êîìïëåêñíûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà ðàñõîäèòñÿ õîòÿ áû îäèí èç ñîñòàâëÿþùèõ åãî äåéñòâèòåëüíûõ ðÿ-äîâ.2. Äàëåå, åñëè íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè âûïîëíÿåòñÿ, íóæíî ïîñìî-òðåòü àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà. Äëÿ ðÿäà èç ìîäóëåé, êàê çíàêîïîëîæè-òåëüíîãî, ïîäáèðàåì îäèí èç ïðèçíàêîâ ñõîäèìîñòè. Åñëè àáñîëþòíàÿ ñõîäè-ìîñòü åñòü, òî èññëåäîâàíèå çàêîí÷åíî (â ñèëó òåîðåìû 2.7).3. Åñëè àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè íåò, òî èññëåäóåì ðÿä (èëè ðÿäû) íà óñëîâíóþñõîäèìîñòü, íàïðèìåð ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà (òåîðåìà 2.9).Ï ð è ì å ð . Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ñëåäóþùèõ ðÿäîâ:1) 1Xn=1 (�1)n sin 3n3n ; 2) 1Xn=1 (�1)n 2n� 13n ;3) 1Xn=1 (�1)n�1� n2n+ 1�n ; 4) 1Xn=1 � (�1)n5n+ 2 + i lnnn � :� å ø å í è å . 1). Çàìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî ïåðâûé ðÿä ÿâëÿåòñÿ çíàêîïå-ðåìåííûì, íî íå çíàêî÷åðåäóþùèìñÿ. �àññìîòðèì ïðåäåë îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà:limn!1(�1)n sin 3n3n = 0; òàê êàê (�1)n 13n � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ, à sin 3n � îãðàíè÷åí-íàÿ. Ïðîäîëæèì èññëåäîâàíèå: ðàññìîòðèì ðÿä èç ìîäóëåé 1Pn=1 j sin 3nj3n : Îãðàíè-÷èì îáùèé ÷ëåí ðÿäà: j sin 3nj3n < 13n : Ïîñêîëüêó ðÿä ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè1Pn=1 13n ñõîäèòñÿ, òî ìåíüøèé ðÿä òîæå ñõîäèòñÿ (ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ çíàêîïîëî-æèòåëüíûõ ðÿäîâ). Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâîíà÷àëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.2). Ýòîò ðÿä ÿâëÿåòñÿ çíàêî÷åðåäóþùèìñÿ. Ïðîâåðèì íåîáõîäèìûé ïðèçíàêñõîäèìîñòè: limn!1(�1)n 2n� 13n = � 23 ; n = 2k;�23 ; n = 2k + 1:Òî åñòü ïðåäåë îáùåãî ÷ëåíà íå ñóùåñòâóåò, à çíà÷èò, ðÿä ðàñõîäèòñÿ.3). �ÿä çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ. �ÿä èç ìîäóëåé èìååò âèä: 1Pn=1 � n2n+1�n ; ïîýòîìóóäîáíî åãî èññëåäîâàòü ñ ïîìîùüþ ðàäèêàëüíîãî ïðèçíàêà Êîøè (â ÷àñòíîñòè,44



íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ïðîâåðÿòü íå áóäåì).limn!1 npun = limn!1 n2n+ 1 = 12 < 1:Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâîíà÷àëüíûé ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.4). �ÿä èç äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòåé 1Pn=1 (�1)n5n+2 � çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ è ñõîäèòñÿïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà. Äåéñòâèòåëüíî: limn!1 15n+2 = 0; è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 15n+2ìîíîòîííî óáûâàåò. Àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè çäåñü íåò, òàê êàê îáùèé ÷ëåí ðÿäàèç ìîäóëåé 15n+2 ýêâèâàëåíòåí (êàê áåñêîíå÷íî ìàëàÿ) îáùåìó ÷ëåíó ðàñõîäÿ-ùåãîñÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà 15 1Pn=1 1n . �ÿä èç ìíèìûõ ÷àñòåé 1Pn=1 lnnn � çíàêîïîëî-æèòåëüíûé, îáùèé ÷ëåí åãî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòèïðèìåíèì ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ (òåîðåìà 2.2): lnnn � ln 2n äëÿ n � 2. Äëÿ ìåíüøåãîðÿäà èìååì 1Pn=1 ln 2n = ln 2 1Pn=1 1n , çíà÷èò, îí ðàñõîäèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñõîäèòñÿðÿä èç ìíèìûõ ÷àñòåé. Âûâîä: âåñü êîìïëåêñíûé ðÿä � ðàñõîäÿùèéñÿ.2.1.4. Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå ñóìì ÷èñëîâûõ ðÿäîâÄî ñèõ ïîð ñóììó ÷èñëîâîãî ðÿäà ìû âû÷èñëÿëè ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî,âî-ïåðâûõ, òðóäíî è, âî-âòîðûõ, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íåâîçìîæíî. Íî âû-÷èñëÿòü òî÷íîå çíà÷åíèå ñóììû, êàê ïðàâèëî, íå íóæíî. Ïðèáëèæåííîå âû-÷èñëåíèå ñóììû ðÿäà îñíîâàíî íà òîì, ÷òî S åñòü ïðåäåë ÷àñòè÷íûõ ñóìì SN :Òîãäà SN åñòü ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå S ñ àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòüþjS � SN j = j 1Xn=N+1 unj = jRN j:Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñóììà ðÿäà âû÷èñëåíà ñ òî÷íîñòüþ ", åñëè àáñîëþòíàÿïîãðåøíîñòü íå ïðåâîñõîäèò "; òî åñòü: jS � SN j = j 1Pn=N+1 unj = jRN j � ": Îöå-íèòü àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü, çíà÷èò îöåíèòü îñòàòîê ðÿäà RN ïî àáñîëþòíîéâåëè÷èíå. ×èñëîâûå ðÿäû RN áóäåì îöåíèâàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè. Äëÿ îöåíêèçíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà áóäåì èñïîëüçîâàòü òåîðåìó Ëåéáíèöà (ñì. Ñ.43, òå-îðåìà 2.9); äëÿ çíàêîïîëîæèòåëüíîãî � õîðîøî ñóììèðóåìûé ðÿä áåñêîíå÷íîóáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.F Ïóñòü íóæíî íàéòè ñóììó ðÿäà 1Pn=1 un ñ òî÷íîñòüþ ": Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò:1) óáåäèòüñÿ, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ; 2) èç íåðàâåíñòâà jRN j � " ñ ïîìîùüþ îöåíîê45



íàéòè N ; 3) âû÷èñëèòü ñóììó N ïåðâûõ ñëàãàåìûõ SN (ó÷èòûâàÿ íàêàïëèâàå-ìóþ ïîãðåøíîñòü îêðóãëåíèÿ è àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé) è âçÿòü åå â êà÷åñòâåïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ äëÿ S:Ï ð è ì å ð 1 . Âû÷èñëèòü ñóììó ðÿäà ñ òî÷íîñòüþ " :1) 1Xn=1 (�1)n 2n+ 1n3(n+ 1); " = 0; 01 ; 2) 1Xn=1 2n(2n)!; " = 0; 001:� å ø å í è å . 1). Ïåðâûé ðÿä ÿâëÿåòñÿ çíàêî÷åðåäóþùèìñÿ ñõîäÿùèìñÿ ðÿ-äîì, òàê êàê óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû Ëåéáíèöà (ñì. Ñ.43, òåîðåìà 2.9).Ïî çàêëþ÷åíèþ ýòîé òåîðåìû ñóììà çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà íå ïðåâîñõîäèòìîäóëÿ ñâîåãî ïåðâîãî ñëàãàåìîãî. Ýòîò �àêò ìû èñïîëüçóåì äëÿ îöåíêè îñòàò-êà ðÿäà:jRN j = j 1Xn=N+1(�1)n 2n+ 1n3(n+ 1)j � juN+1j = 2(N + 1) + 1(N + 1)3((N + 1) + 1):Åñëè ìû ïîòðåáóåì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî2(N + 1) + 1(N + 1)3((N + 1) + 1) � " = 0; 01;çàäàííàÿ òî÷íîñòü áóäåò äîñòèãíóòà. Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà íàõîäèì N: Ïðîùåâñåãî ýòî ñäåëàòü ïîäáîðîì:N = 1; u2 = 524 � 1100; N = 2; u3 = 727 � 4 � 1100; : : :N = 5; u6 = 13216 � 7 � 1100 :Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ N � 5 äîñòèãàåòñÿ òî÷íîñòü " = 0; 01: Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿâû÷èñëåíèÿ ÷àñòè÷íîé ñóììû äîñòàòî÷íî âçÿòü 5 ñëàãàåìûõ:S t S5 = 5Xn=1 (�1)n 2n+ 1n3(n+ 1) t �1; 7304 t �1; 73Âû÷èñëÿÿ ñëàãàåìûå ÷àñòè÷íîé ñóììû â äåñÿòè÷íûõ äðîáÿõ, ìû îáåñïå÷èâàåìäâà âåðíûõ çíàêà ïîñëå çàïÿòîé, òî åñòü òî÷íîñòü îêðóãëåíèé è àðè�ìåòè÷å-ñêèõ îïåðàöèé áåðåì íà ïîðÿäîê áîëüøå (ýòîãî, êàê ïðàâèëî, äîñòàòî÷íî).2). Ýòîò ðÿä çíàêîïîëîæèòåëüíûé, ñõîäÿùèéñÿ (íàïðèìåð, ïî ïðèçíàêóÄ'Àëàìáåðà, ñì. Ñ. 39). Îöåíèì îñòàòîê ðÿäà ñóììîé áåñêîíå÷íî óáûâàþùåéãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òîåñëè n = 2; òî u2 = 22(4)! � 2242 = 122 ; åñëè n = 3; òî u3 = 23(6)! � 2343 = 123 ;46



åñëèn � 4; òî (2n)! = 1�: : :� n|{z}�4 � (n+ 1)| {z }�4 : : :�(2n)|{z}�4 � 4n; ò.å.un = 2n(2n)! � 2n4n = 12n :Òàêèì îáðàçîì, îñòàòîê ðÿäà RN ; N � 1; îöåíèâàåòñÿ ðÿäîì ãåîìåòðè÷åñêîéïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì q = 12 :RN = 1Xn=N+1 2n(2n)! � 1Xn=N+1 12n = 12N+11� 12 = 12N :Ïîòðåáóåì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî 12N � " = 0; 001: Òîãäà òðåáóåìàÿòî÷íîñòü áóäåò äîñòèãíóòà, íà÷èíàÿ ñ N = 10: Òåïåðü âû÷èñëÿåì ÷àñòè÷íóþñóììó S10; ãàðàíòèðóÿ òðè âåðíûõ çíàêà ïîñëå çàïÿòîé:S t S10 = 10Xn=1 2n(2n)! t 1; 67755 t 1; 678:F Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî îöåíêà îñòàòêà ðÿäà ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ãðóáîé(òî åñòü çàâûøåííîé), ÷òî ïðèâîäèò ê ñóììèðîâàíèþ áîëüøåãî êîëè÷åñòâà ñëà-ãàåìûõ â ÷àñòè÷íîé ñóììå. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå.Ï ð è ì å ð 2 . Îöåíèòü ïîãðåøíîñòü ðàâåíñòâà S t S10 äëÿ ñëåäóþùåãî÷èñëîâîãî ðÿäà: 1Xn=1 2n(2n)! = S:� å ø å í è å . Ïîãðåøíîñòü è åñòü îñòàòîê ðÿäà. Îöåíèì åãî áîëåå àêêóðàòíî,÷åì â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå. Åñëè n � 10; òî(2n)! = 1 � : : : � n(n+ 1) � : : : � (2n) � 10n; òî åñòüun = 2n(2n)! � 2n10n = 15n :Ñëåäîâàòåëüíî,R10 = 1Xn=11 2n(2n)! � 1Xn=11 15n = 15111� 15 = 14 � 510 � 10�7:Ìû âèäèì, ÷òî äåñÿòü ñëàãàåìûõ â ÷àñòè÷íîé ñóììå ìîãóò îáåñïå÷èòü 6 âåð-íûõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé. Òàêèì îáðàçîì, ðåàëüíàÿ òî÷íîñòü ïðèáëèæåííîé�îðìóëû S t S10 ãîðàçäî âûøå, ÷åì ãàðàíòèðîâàííàÿ â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå.Íî íóæíî ó÷åñòü, ÷òî áûëà ïîñòàâëåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à.2.1.5. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ1. Íàéòè ñóììó ðÿäà 1Pn=1 69n2+12n�5 ïî îïðåäåëåíèþ. (Îòâåò: 710:)47



2. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäîâ:1) 1Xn=1 n sin 2 + (�1)nn3 ; 2) 1Xn=1 25(n�1) + n� 1; 3) 1Xn=1 2n+1(n3 + 1)(n+ 1)! ;4) 1Xn=1 1n ln(n+ 1); 5) 1Xn=1 (�1)n+1� n2n+ 1�n ; 6) 1Xn=1 (�1)n(n+ 3)ln(n+ 4) :(Îòâåòû: 1) ñõîäèòñÿ; 2) ñõîäèòñÿ; 3) ñõîäèòñÿ; 4) ðàñõîäèòñÿ; 5) ñõîäèòñÿ;6) ðàñõîäèòñÿ.)3. Âû÷èñëèòü ñóììó ðÿäà 1Pn=1 (�1)nn(2n�1)2(2n+1)2 ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ " = 0; 001:2.2. Ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû2.2.1. Îáëàñòü ñõîäèìîñòè �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäàÅñëè un(x) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé,îïðåäåëåííûõ íà íåêîòîðîì ìíîæå-ñòâå X, òî �óíêöèîíàëüíûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäàu1(x) + u2(x) + : : :+ un(x) + : : : = 1Xn=1 un(x):Ïóñòü ÷èñëîâîé ðÿä 1Pn=1 un(x0), ñîñòàâëåííûé èç çíà÷åíèé un(x) â òî÷êå x0, ñõî-äèòñÿ ê ÷èñëó S(x0). Òîãäà ðÿä 1Pn=1 un(x) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ â ýòîé òî÷êå, àñàìà òî÷êà x0 åñòü òî÷êà ñõîäèìîñòè �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà.Ôóíêöèÿ S(x) = 1Pn=1 un(x); îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå òî÷åê ñõîäèìîñòè ðÿäà,íàçûâàåòñÿ ñóììîé �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà.Ìíîæåñòâî òî÷åê ñõîäèìîñòè �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà íàçûâàåòñÿ åãî îáëàñòüþñõîäèìîñòè.Ìíîæåñòâî òî÷åê x; äëÿ êîòîðûõ ñõîäèòñÿ ÷èñëîâîé ðÿä 1Pn=1 jun(x)j (�óíê-öèè un(x) çíàêîïåðåìåííûå), áóäåì íàçûâàòü îáëàñòüþ àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè�óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà. Îáëàñòü àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòèñõîäèìîñòè ðÿäà (ñì. Ñ. 43, òåîðåìà 2.7).F Çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ îáëàñòè ñõîäèìîñòè �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà 1Pn=1 un(x)ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü êàê çàäà÷ó èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ñîîòâåòñòâó-þùåãî ÷èñëîâîãî ðÿäà â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà x: Ïîýòîìó çäåñüèñïîëüçóþòñÿ ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè ÷èñëîâûõ ðÿäîâ.48



Ï ð è ì å ð . Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ñëåäóþùèõ �óíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ:1) 1Xn=1 sinn xn2 ; 2) 1Xn=1 2n2px� 2 e �n2(x�1)3 ; 3) 1Xn=1 (�1)n�1 (x� 2)2n2n :� å ø å í è å . 1). Îòìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñëàãàåìûõðÿäà un(x) = sinn xn2 � âñÿ äåéñòâèòåëüíàÿ îñü. Íî äëÿ ëþáîãî x âåðíîíåðàâåíñòâî:j sinn xn2 j � 1n2 : Ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ (ñì. Ñ.39, òåîðåìà 2.2), äëÿâñÿêîãî �èêñèðîâàííîãî x ðÿä 1Pn=1 sinn xn2 àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, òàê êàê ñõîäèòñÿñòåïåííîé ðÿä 1Pn=1 1n2 : Çíà÷èò, îáëàñòü ñõîäèìîñòè, áîëåå òîãî � àáñîëþòíîé ñõî-äèìîñòè, âñÿ äåéñòâèòåëüíàÿ îñü.2). Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé un(x) = 2n2px� 2 e �n2(x�1)3 � ëó÷ x � 2: Òî-ãäà �n2(x�1)3 < 0 è limn!1 un(x) = limn!1 2n2px� 2 e �n2(x�1)3 = 0 äëÿ âñÿêîãî x � 2: Òàêèìîáðàçîì, íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõçíà÷åíèé ïàðàìåòðà x: Òåïåðü èññëåäóåì ðÿä íà àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü, äëÿ÷åãî ïðèìåíèì ðàäèêàëüíûé ïðèçíàê Êîøè (ñì. Ñ. 39, òåîðåìà 2.5):limn!1 nq2n2px� 2 e �n(x�1)3 = 0 < 1 äëÿ ëþáîãî x � 2 :Òàêèì îáðàçîì, ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ x � 2:3). Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé-ñëàãàåìûõ � âñÿ äåéñòâèòåëüíàÿ îñü.Èññëåäóåì àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà ñ ïîìîùüþ ïðèçíàêà Ä'Àëàìáåðà(ñì. Ñ. 39, òåîðåìà 2.4):limn!1 jun+1jjunj = limn!1 jx� 2j2(n+1)2n2(n+ 1)jx� 2j2n = jx� 2j2:Åñëè jx � 2j < 1; òî ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ. Äëÿ x; òàêèõ, ÷òî jx � 2j > 1;ðÿä ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê ïðåäåë îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà íå ðàâåí íóëþ (ñì. Ñ.39 ,òåîðåìà 2.6): limn!1 un = limn!1(�1)n�1 (x� 2)2n2n =1:Îòäåëüíî ðàññìîòðèì x � 2 = �1: Ïîäñòàâèì x = 3 â ïåðâîíà÷àëüíûé ðÿä,ïîëó÷èì: 1Pn=1(�1)n�1 12n � ñõîäÿùèéñÿ óñëîâíî çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä (ñì. Ñ.43,òåîðåìà 2.9). Ïðè ïîäñòàíîâêå x = 1; ïîëó÷èì òàêæå ðÿä Ëåéáíèöà, ñõîäÿùèé-ñÿ óñëîâíî: 1Pn=1(�1)3n�1 12n : Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü ñõîäèìîñòè íàéäåíà � ýòîîòðåçîê [1; 3℄; à îáëàñòü àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè � îòêðûòûé èíòåðâàë (1; 3):49



2.2.2. �àâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà�ÿä 1Pn=1 un(x) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ íà ìíîæåñòâåX, åñëè ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ñóììå S(x) íàýòîì ìíîæåñòâå, òî åñòü8" > 0 9N(") : 8x 2 X 8n > N jS(x)� Sn(x)j = jRn(x)j < " :Èçâåñòíî, ÷òî ðàâíîìåðíàÿ (òàê æå êàê àáñîëþòíàÿ) ñõîäèìîñòü íà ìíîæåñòâåX âëå÷åò ñõîäèìîñòü ðÿäà â êàæäîé òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà. Íî àáñîëþòíàÿè ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü íå ñâÿçàíû ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîé ñâÿçüþ. Ïîýòî-ìó ñîîòíîøåíèå ìåæäó îáëàñòÿìè ñõîäèìîñòè ðàçíîãî ñîðòà ìîæíî èçîáðàçèòüñõåìàòè÷íî äèàãðàììîé:îáëàñòü ñõîäèìîñòèîáëàñòü àáñîëþòíîéñõîäèìîñòè îáëàñòü ðàâíîìåðíîéñõîäèìîñòèÑ�îðìóëèðóåì äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè.Òåîðåìà 2.10 (ïðèçíàê ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè Âåéåðøòðàññà)Ïóñòü äëÿ �óíêöèîíàëüíîãî ðÿäà 1Pn=1 un(x) ñóùåñòâóåò òàêîé ÷èñëîâîéðÿä 1Pn=1 an (íàçûâàåìûé ìàæîðèðóþùèì ðÿäîì èëè ìàæîðàíòîé ), ÷òîjun(x)j � an, 8x 2 X, 8n 2 N , ïðè÷åì ðÿä 1Pn=1 an ñõîäèòñÿ. Òîãäà ðÿä 1Pn=1 un(x)ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå X.F Èññëåäîâàíèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà áóäåì ïðîâîäèòü ñ ïîìî-ùüþ ïðèçíàêà Âåéåðøòðàññà. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ñâåðõó îöåíèòü �óíêöèè-ñëàãàåìûå ðÿäà íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå íåçàâèñèìî îò x: Ïîëó÷åííûé îöåíêîé÷èñëîâîé ðÿä (ìàæîðàíòà) äîëæåí áûòü ñõîäÿùèìñÿ.Ï ð è ì å ð 1 . Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ íà ìíîæåñòâå:1) 1Xn=1 1n2(1 + (nx)2) íà èíòåðâàëå (�1;+1);2) 1Xn=1 px+ 1 
osnx3pn5 + 1 íà îòðåçêå [0; 2℄: (2.1)50



� å ø å í è å . 1). Ïîäáåðåì ìàæîðèðóþùèé ðÿä. Òàê êàê óìåíüøåíèå çíàìå-íàòåëÿ óâåëè÷èâàåò äðîáü, äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî x âåðíî íåðàâåíñòâî1n2(1 + (nx)2) � 1n2 :×èñëîâîé ðÿä 1Pn=1 1n2 ñõîäèòñÿ, ïîýòîìó �óíêöèîíàëüíûé ðÿä ðàâíîìåðíî ñõî-äèòñÿ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé (ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà, ñì. òåîðåìó 2.10).Â ÷àñòíîñòè, îáëàñòü ñõîäèìîñòè è îáëàñòü ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè çäåñü ñîâ-ïàäàþò (ýòî âñÿ äåéñòâèòåëüíàÿ îñü).2). Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé-ñëàãàåìûõ � ëó÷ x � �1: Îòðåçîê [0; 2℄åñòü ÷àñòü îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è íà ýòîì îòðåçêå âåðíû íåðàâåíñòâà:j 
osnxj � 1; 1 � px+ 1 � p3; 3pn5 + 1 � 3pn5; ò.å. ���px+ 1
osnx3pn5 + 1 ��� � p33pn5 :Òàê êàê ÷èñëîâîé ðÿä 1Pn=1 1n 53 ñ ïîêàçàòåëåì 53 > 1 ñõîäèòñÿ, òî ïåðâîíà÷àëüíûé�óíêöèîíàëüíûé ðÿä ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå [0; 2℄:2.2.3. Ñòåïåííûå ðÿäûÑòåïåíí�ûì íàçûâàåòñÿ ðÿä âèäà1Xn=0 an(x� x0)n = a0 + a1(x� x0) + a2(x� x0)2 + : : :Çäåñü x; x0 è êîý��èöèåíòû an � âîîáùå ãîâîðÿ, ê î ì ï ë å ê ñ í û å ÷èñëà.Çàìåíîé (x� x0) = z ìîæíî ïðèâåñòè ðÿä ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó 1Pn=0 anzn.Òåîðåìà 2.11 (îá îáëàñòè ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà)Äëÿ âñÿêîãî ñòåïåííîãî ðÿäà 1Pn=0 an(x� x0)n ñóùåñòâóåò ÷èñëî R � 0 (ðà-äèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà) òàêîå, ÷òî íà ìíîæåñòâå jx�x0j < R ðÿä àáñîëþòíîñõîäèòñÿ, íà ìíîæåñòâå jx � x0j > R � ðàñõîäèòñÿ, à â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõjx� x0j = R ìîæåò âåñòè ñåáÿ ïî-ðàçíîìó.Òåîðåìà 2.12 (î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà)Äåéñòâèòåëüíûé ñòåïåííîé ðÿä 1Pn=0 an(x�x0)n ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ëþ-áîì îòðåçêå, ëåæàùåì âíóòðè èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè ðÿäà.51



Ñëåäñòâèå 1. Ñóììà ñòåïåííîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèåé âíó-òðè åãî èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè.Ñëåäñòâèå 2. Ñòåïåííîé ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü, åñëè ïðåäåëûèíòåãðèðîâàíèÿ ëåæàò âíóòðè åãî èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè, è ïðîèíòåãðèðîâàí-íûé ðÿä áóäåò ðàâíîìåðíî ñõîäèòüñÿ â òîé æå îáëàñòè.Ñëåäñòâèå 3. Ñòåïåííîé ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî äè��åðåíöèðîâàòü ëþáîå÷èñëî ðàç âíóòðè åãî èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè, è ðÿä èç ïðîèçâîäíûõ áóäåò èìåòüòîò æå èíòåðâàë ñõîäèìîñòè, ÷òî è èñõîäíûé, çà èñêëþ÷åíèåì, ìîæåò áûòü,ãðàíè÷íûõ òî÷åê.F Â ñèëó òåîðåìû 2.11 îáëàñòü ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà îòëè÷àåòñÿ îòîáëàñòè àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðàçâå ÷òî â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ (jx � x0j = R).À íàõîäèòü îáëàñòü àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ìîæíî? èñïîëüçóÿ ïðèçíàêè ñõî-äèìîñòè çíàêîïîëîæèòåëüíûõ ðÿäîâ ( Ä'Àëàìáåðà è Êîøè). 3 Èññëåäîâàíèåñõîäèìîñòè â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ ïðîâîäèòñÿ îòäåëüíî ïîäñòàíîâêîé òî÷åê â ðÿä.Ï ð è ì å ð . 1). Íàéòè êðóã ñõîäèìîñòè êîìïëåêñíîçíà÷íîãî ðÿäà1Xn=1 (z + 5i)2n+24n(2n2 � 1) :2).Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè äåéñòâèòåëüíîãî ðÿäà1Xn=1 (x� 7)n3n(n+ 1):Âû÷èñëèòü ñ òî÷íîñòüþ " = 0; 01 ñóììó ðÿäà â òî÷êàõ x = 7 � R5 ; ãäå R �ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà.3). Íàéòè ñóììó ðÿäà 1Xn=1(�1)(n�1)�1 + 1n�xn�1 :� å ø å í è å . 1). Äëÿ èññëåäîâàíèÿ àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà èñïîëüçóåìïðèçíàê Ä'Àëàìáåðà (ñì. Ñ.39 , òåîðåìà 2.4):limn!1��un+1un �� = limn!1 jz + 5ij2(n+1)+24n(2n2 � 1)4n+1(2(n+ 1)2 � 1)jz + 5ij2n+2 = jz + 5ij24 < 1:Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî jz + 5ij < 2 çàäàåò íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè êðóã ñöåíòðîì â òî÷êå z0 = �5i ðàäèóñà 2. Íà ãðàíèöå ýòîãî êðóãà jz + 5ij = 2 è3ìîæíî èñïîëüçîâàòü �îðìóëû-ñëåäñòâèÿ ýòèõ ïðèçíàêîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè ðÿäà 1Pn=0 an(x� x0)n :R�1 = limn!1 jan+1an j èëè R�1 = limn!1 npjanj. 52



ðÿä èç ìîäóëåé èìååò âèä: 1Pn=1 4(2n2�1); íî òàêîé ÷èñëîâîé ðÿä ñõîäèòñÿ. Èòàê,îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà � êðóã íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè jz + 5ij � 2 :2). Ïðèìåíèì ïðèçíàê Ä'Àëàìáåðà:limn!1��un+1un �� = limn!1�� 3n(n+ 1)(x� 7)n+13n+1((n+ 1) + 1)(x� 7)n �� = 13 jx� 7j :Çíà÷èò, â èíòåðâàëå jx�7j < 3 ðÿä ñõîäèòñÿ. �àññìîòðèì ãðàíè÷íûå òî÷êè ýòîãîèíòåðâàëà: x = 4; x = 10 : Ïðè ïîäñòàíîâêå èõ â ñòåïåííîé ðÿä ïîëó÷èì ÷èñëî-âûå ðÿäû 1Pn=1 (�1)nn+1 ; 1Pn=1 1n+1: Ïåðâûé èç ýòèõ ðÿäîâ � çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ, óäî-âëåòâîðÿþùèé òåîðåìå Ëåéáíèöà (ñì.43, òåîðåìà 2.9), ïîýòîìó x = 4 � òî÷êàñõîäèìîñòè. Âòîðîé ðÿä � ðàñõîäÿùèéñÿ çíàêîïîëîæèòåëüíûé, òî åñòü x = 10íå âõîäèò â îáëàñòü ñõîäèìîñòè. Èíòåðâàë ñõîäèìîñòè íàéäåí: 4 � x < 10: Òå-ïåðü ïîäñòàâèì â ðÿä òî÷êè x = 7� R5 = 7� 35 : Ïîëó÷èì ÷èñëîâûå ðÿäû:S(7� 35) = 1Xn=1 15n(n+ 1); S(7 + 35) = 1Xn=1 (�1)n5n(n+ 1):Ïåðâûé èç ýòèõ ðÿäîâ � çíàêîïîëîæèòåëüíûé, âòîðîé � çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ(îáà ñõîäÿòñÿ, òàê êàê òî÷êà x íàõîäèòñÿ âíóòðè îáëàñòè ñõîäèìîñòè). Ïðè-áëèæåííîå âû÷èñëåíèå ñóìì ÷èñëîâûõ ðÿäîâ áûëî îïèñàíî â ðàçäåëå 2.1.4 íàÑ. 45. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñóììû çíàêîïîëîæèòåëüíîãî ðÿäà îöåíèì åãî ñâåðõóðÿäîì ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè:15n(n+ 1) < 15n ; ïîýòîìó RN = 1Xn=N+1 15n(n+ 1) < 1Xn=N+1 15n = 15N4 :Ïîòðåáóåì, ÷òîáû 15N4 � " = 0; 01 ; òîãäà N � 2: Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîñòèæå-íèÿ óêàçàííîé òî÷íîñòè äîñòàòî÷íî âçÿòü äâà ñëàãàåìûõ â ÷àñòè÷íîé ñóììå:S(7 + 35) t S2(7 + 35) = 110 + 1523 = 0; 22 :Äëÿ âòîðîãî (çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ) ðÿäà îöåíêà îñòàòêà ðÿäà ìîæåò áûòü ïðî-âåäåíà òàê æå ñ ïîìîùüþ ðÿäà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè (õîòÿ ìîæåò áûòüèñïîëüçîâàíà è òåîðåìà Ëåéáíèöà, ñì. Ñ. 43).��RN �� =�� 1Xn=N+1 (�1)n5n(n+ 1)�� � 1Xn=N+1 15n(n+ 1) � 15N4 :53



Òî åñòü äëÿ äîñòèæåíèÿ òî÷íîñòè 0,01 äîñòàòî÷íî âçÿòü äâà ñëàãàåìûõ:S(7� 35) t S2(7� 35) = �110 + 1523 = 0; 02 :3). Íàéäåì èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ïî ïðèçíàêó Ä'Àëàìáåðà:limn!1��un+1un �� = jxj < 1 : Åñëè jxj = 1; òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ (ïî íåîáõîäèìîìó ïðèçíàêóñõîäèìîñòè). Èòàê, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè S(x) � èíòåðâàë �1 < x < 1:Çàìåòèì, ÷òî äëÿ x 6= 0 âåðíî ðàâåíñòâî:S(x) = �x�1 1Xn=1(�1)n�1 + 1n�xn = �x�1S(x) :Îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ S(x) è S(x) ñîâïàäàþò. Âû÷èñëèì ñóììó S(x). Äëÿ ýòîãîïðåäñòàâèì ðÿä â âèäå ñóììû ðÿäîâ (òàêæå ñõîäÿùèõñÿ íà óêàçàííîì èíòåðâà-ëå): S(x) = 1Xn=1(�1)n�1 + 1n�xn = 1Xn=1(�x)n + 1Xn=1 (�1)nn xn :Ïåðâûé ðÿä ñóììèðóåì êàê ðÿä ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè: 1Pn=1(�x)n = �x1+x :Âòîðîé ðÿä, êàê ëþáîé ñòåïåííîé, ìîæíî ïî÷ëåííî ïðîäè��åðåíöèðîâàòü âîáëàñòè ñõîäèìîñòè: 1Xn=1 (�1)nn xn!0 = 1Xn=1 �(�1)nn xn�0 = 1Xn=1(�1)nxn�1 = �11 + x:Íî òîãäà 1Xn=1 (�1)nn xn = Z �11 + xdx = � ln(1 + x) + C :Ïðè ïîäñòàíîâêå x = 0 â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ïîëó÷àåòñÿ 0, à â ïðàâîé C, òîåñòü C = 0: Ìû íàøëè S(x) = �x1+x � ln(1 + x): Íî òîãäà 8x 6= 0 è jxj < 1S(x) = �x�1S(x) = �x�1� �x1 + x � ln(1 + x)� = 11 + x + x�1 ln(1 + x) :Çàìåòèì, ÷òî limx!0 � 11+x + x�1 ln(1 + x)� = 1 è S(0) = 1; òî åñòü �óíêöèÿ S(x)îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (�1; 1):
54



2.2.4. �àçëîæåíèå �óíêöèé â ñòåïåííûå ðÿäû�ÿäîì Òåéëîðà äëÿ �óíêöèè f(x) â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 íàçûâàåòñÿ ðÿäf(x0) + f 0(x0)1! (x� x0) + f 00(x0)2! (x� x0)2 + : : :+ f (n)(x0)n! (x� x0)n + : : : :Ïðè x0 = 0 ïîëó÷àåòñÿ ðÿä Ìàêëîðåíà. Åñëè ðÿä Òåéëîðà äëÿ �óíêöèè f(x)ñõîäèòñÿ ê íåé, òî ãîâîðÿò, ÷òî �óíêöèÿ ðàçëîæèìà â ðÿä Òåéëîðà.Òåîðåìà 2.13 (î åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ â ñòåïåííîé ðÿä)Ïóñòüf(x) = a0 + a1(x� x0) + a2(x� x0)2 + : : :+ an(x� x0)n + : : : ;ãäå ñòîÿùèé ñïðàâà ðÿä ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ê �óíê-öèè f(x): Òîãäà ýòîò ðÿä ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà, òî åñòüan = f (n)(x0)n! :F Ñ�îðìóëèðîâàííàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî íàéòè ðàçëîæåíèå �óíêöèèf(x) â ñòåïåííîé ðÿä, çíà÷èò, íàéòè ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà. Íî äëÿ íàõî-æäåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ðÿäà Òåéëîðà, íåîáõîäèìî óìåòü âû÷èñëÿòü n-þ ïðî-èçâîäíóþ �óíêöèè f(x) â óêàçàííîé òî÷êå x0 äëÿ ëþáîãî n. ×àñòî ýòà çàäà÷àòðóäíà. Íî åñòü äðóãîé ñïîñîá: èñïîëüçîâàòü óæå ãîòîâûå ñòàíäàðòíûå ðàçëî-æåíèÿ ïðîñòåéøèõ �óíêöèé â ðÿä Ìàêëîðåíà (ñì. ïðèëîæåíèå, ïðèâåäåííîåíà C. 74).Ï ð è ì å ð . �àçëîæèòü �óíêöèè â ðÿä Òåéëîðà.1)f(x) = 9x20� x� x2 a) ïî ñòåïåíÿìx; á) ïî ñòåïåíÿì (x+ 1);2)f(x) = x sin2 x+ 1 a) ïî ñòåïåíÿìx; á) ïî ñòåïåíÿì (x� �4 );3)f(x) = x2p4� 5x ïî ñòåïåíÿìx:� å ø å í è å . 1à). Äëÿ ðàçëîæåíèÿ ýòîé äðîáè â ðÿä Ìàêëîðåíà ïðåäñòàâèìåå â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé:9x20� x� x2 = �x 9(x� 4)(x+ 5) = �x� 1x� 4 � 1x+ 5� :55



Êàæäóþ ïðîñòåéøóþ äðîáü ïîäãîòîâèì ê ïðèìåíåíèþ ñòàíäàðòíîãî ðÿäà ãåî-ìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè: 1Pn=0 qn = 11�q ; jqj < 1:1x� 4 = 1(�4)(1� x4) = �14 1Xn=0 �x4�n ; ���x4 ��� < 1;1x+ 5 = 15(1� ��x5�) = 15 1Xn=0 (�1)nxn5n ; ���x5 ��� < 1:Â îáùåé ÷àñòè îáëàñòè ñõîäèìîñòè jxj < 4 âåðíû ðàâåíñòâà9x20� x� x2 = x14 1Xn=0 xn4n + x15 1Xn=0 (�1)nxn5n = 1Xn=0 � 14n+1 + (�1)n5n+1 �xn+1 :Â èòîãå ïîëó÷åí ðÿä Ìàêëîðåíà äëÿ èñõîäíîé �óíêöèè.1á). ×òîáû ïðèìåíèòü ñòàíäàðòíûå ðàçëîæåíèÿ (ïî ñòåïåíÿì x), ñäåëàåì çà-ìåíó y = x+ 1 (òî åñòü x = y � 1) â �óíêöèè:f(y) = 9(y � 1)20� (y � 1)� (y � 1)2 = 9y � 920 + y � y2 :Äàëåå àëãîðèòì òîò æå, ÷òî è â ïóíêòå à). �àñêëàäûâàåì äðîáü â ñóììó ýëå-ìåíòàðíûõ äðîáåé:9y � 920 + y � y2 = 9y � 9(5� y)(4 + y) = 45� y + �54 + y :Êàæäîå ñëàãàåìîå ðàñêëàäûâàåì ïî ñòåïåíÿì y; èñïîëüçóÿ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðî-ãðåññèþ: 45� y = 45(1� y5) = 45 1Xn=0 yn5n ; jyj < 5 ;�54 + y = �54(1� (�y4)) = �54 1Xn=0 (�1)nyn4n ; jyj < 4:Â îáëàñòè ñõîäèìîñòè jyj < 4 ïîëó÷àåì:9y � 920 + y � y2 = 45 1Xn=0 yn5n + �54 1Xn=0 (�1)nyn4n = 1Xn=0 � 45n+1 + (�1)n+154n+1 � yn :Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå îáðàòíîé çàìåíû ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå ïåðâîíà÷àëüíîé�óíêöèè ïî ñòåïåíÿì x+ 1 â îáëàñòè jx+ 1j < 4 :9x20� x� x2 = 1Xn=0 � 45n+1 + (�1)n+154n+1 � (x+ 1)n :56



2a). Ñíà÷àëà çàïèøåì �óíêöèþ â áîëåå óäîáíîì âèäå:f(x) = x sin2 x+ 1 = x2 � x2 
os 2x+ 1 :Ñóììà x2 + 1 óæå ñîñòîèò èç ñòåïåíåé x: Äëÿ ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè 
os 2x âîñ-ïîëüçóåìñÿ ñòàíäàðòíûì ðàçëîæåíèåì: 
os y = 1Pn=0(�1)n y2n(2n)! ; y 2 R : Â íàøåìñëó÷àå y = 2x; ïîýòîìó äëÿ x 2 Rf(x) = x2� x2 
os 2x+1 = x2 +1� x2 1Xn=0(�1)n(2x)2n(2n)! = 1+ 1Xn=1(�1)n+122n�1x2n+1(2n)! :2á). Äëÿ ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì (x � �4 ) âíîâü ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé:y = x� �4 : Òîãäà ðàñêðûâàåì ñêîáêè è èñïîëüçóåì �îðìóëó ïðèâåäåíèÿ:f(y) = y + �42 + 1� (y + �4 )2 
os 2(y + �4 ) = y2 + �8 + 1 + y2 sin 2y + �8 sin 2y:Äàëåå ïðèìåíèì ñòàíäàðòíîå ðàçëîæåíèå sin 2yf(y) = y2 + �8 + 1 + y2 1Xn=0(�1)n (2y)2n+1(2n+ 1)! + �8 1Xn=0(�1)n (2y)2n+1(2n+ 1)!è ñãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå ïî îäèíàêîâûì ñòåïåíÿì y :f(y) = �8 + 1 + �12 + �4� y + y2 + 1Xn=1(�1)n 22n(2n+ 1)! ��4y2n+1 + y2n+2� :Èòàê, ïîñëå îáðàòíîé çàìåíû ïîëó÷èì äëÿ x 2 Rf(x) = �8 + 1 + �12 + �4� (x� �4 ) + (x� �4)2 ++ 1Xn=1(�1)n 22n(2n+ 1)! ��4 (x� �4 )2n+1 + (x� �4 )2n+2� :3). Â ýòîé çàäà÷å ïðèìåíèì ñòàíäàðòíîå ðàçëîæåíèå(1 + x)� = 1 + 1Xn=1 �(�� 1) : : : (� � n+ 1)n! xn ; jxj < 1äëÿ � = 12 : Ïîäñ÷èòàåì êîý��èöèåíòû ðÿäà äëÿ n � 1 :�(�� 1) : : : (�� n+ 1)n! = 12(12 � 1) : : : (12 � n+ 1)n! = (�1)n�12n 1 � 3 � : : : � (2n� 3) :57



Ïðåîáðàçóåì �óíêöèþ è èñïîëüçóåì èçâåñòíîå ðàçëîæåíèå:f(x) = x2p4� 5x = 2x2s1 + ��5x4 � == 2x2 1 + 1Xn=1 (�1)n�12nn! 1 � 3 � : : : (2n� 3)��5x4 �n! == 2x2 � 1Xn=1 5n28nn!1 � 3 � : : : � (2n� 3)xn+2 äëÿ jxj < 45 :2.2.5. Ïðèìåíåíèå ðÿäîâ ÒåéëîðàI. Â û ÷ è ñ ë å í è å ç í à ÷ å í è é � ó í ê ö è é. Åñëè �óíêöèÿ f(x) â îêðåñò-íîñòè òî÷êè x0 ðàçëîæåíà â ñòåïåííîé ðÿä 1Pn=0 an(x � x0)n; òî äëÿ òî÷êè x1 èçîáëàñòè ñõîäèìîñòè ðÿäà f(x1) = 1Pn=0 an(x1 � x0)n. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû-÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ �óíêöèè íóæíî âû÷èñëèòü ñóììó ÷èñëîâîãî ðÿäà. Ïðèåìûîöåíêè îñòàòêà ðÿäà è ïðèìåðû ðàññìîòðåíû íà Ñ. 45.Ï ð è ì å ð . Âû÷èñëèòü 1pe ñ òî÷íîñòüþ " = 0; 01:� å ø å í è å . Äëÿ �óíêöèè f(x) = ex èìååì 1pe = f(�12): �ÿä Ìàêëîðåíàäëÿ ýòîé �óíêöèè èìååò âèä: ex = 1Pn=0 xnn! ; x 2 R : Ïîñêîëüêó �12 ñîäåðæèòñÿ âîáëàñòè ñõîäèìîñòè, òî âåðíî ðàâåíñòâîe� 12 = 1Xn=0 ��12�nn! = 1Xn=0 (�1)n2nn! :Îöåíèì îñòàòîê çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ÷èñëîâîãî ðÿäà (ñì. Ñ. 43, òåîðåìà 2.9):jRN j � uN+1 = 12N+1(N + 1)! � 0; 01:Èç íåðàâåíñòâà íàõîäèì N � 3: Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èìe� 12 t 3Xn=0 (�1)n2nn! = 1� 12 + 116 � 148 t 0; 542 :Àëãîðèòì îáåñïå÷èâàåò îäèí âåðíûé çíàê ïîñëå çàïÿòîé.II. Â û ÷ è ñ ë å í è å è í ò å ã ð à ë î â . �àçëîæåíèå �óíêöèè â ñòåïåííîéðÿä ïîçâîëÿåò èíòåãðèðîâàòü �óíêöèþ, ïî÷ëåííî èíòåãðèðóÿ åå ðÿä â îáëàñòè58



ñõîäèìîñòè (íåçàâèñèìî îò òîãî, âîçìîæíî ëè íàéòè ïåðâîîáðàçíóþ èñõîäíîé�óíêöèè).Ï ð è ì å ð .Âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà R 0;50;2 ln(1+x2)x2 dx ñòî÷íîñòüþ " = 10�3: Óêàçàòü ÷èñëî ÷ëåíîâ ðÿäà, âçÿòûõ â ÷àñòè÷íóþ ñóììó äëÿäîñòèæåíèÿ íóæíîé òî÷íîñòè íà âåðõíåì è íèæíåì ïðåäåëàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.� å ø å í è å . Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ íå îïðåäåëåíàâ òî÷êå x0 = 0; íî ïðåäåë â ýòîé òî÷êå ñóùåñòâóåò è ðàâåí 1. Äîîïðåäåëèâ �óíê-öèþ â íóëå çíà÷åíèåì åå ïðåäåëà, ïîëó÷èì íåïðåðûâíóþ äè��åðåíöèðóåìóþáåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç �óíêöèþ ñ íåïðåðûâíûìè è îãðàíè÷åííûìè ïðîèçâîä-íûìè. Çíà÷èò, â îêðåñòíîñòè x0 = 0 ïîäûíòåãàëüíàÿ �óíêöèÿ ðàñêëàäûâàåòñÿ âðÿä Òåéëîðà. Íàéäåì ýòîò ñòåïåííîé ðÿä ñ ïîìîøüþ ñòàíäàðòíîãî ðàçëîæåíèÿln(1 + y) = 1Pn=0(�1)n yn+1n+1 ; y 2 (�1; 1): Ïîëîæèì y = x2; òîãäàln(1 + x2)x2 = 1x2 1Xn=0(�1)nx2(n+1)n+ 1 = 1Xn=0(�1)n x2nn+ 1 ; x 2 (�1; 1) :Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ íàõîäèòñÿ â îáëàñòè ñõî-äèìîñòè, íàõîäèì èíòåãðàëZ 0;50;2 ln(1 + x2)x2 dx = Z 0;50;2 1Xn=0(�1)n x2nn+ 1 dx = 1Xn=0 Z 0;50;2 (�1)n x2nn+ 1dx :Ìû ñâåëè çàäà÷ó ê âû÷èñëåíèþ ïåðâîîáðàçíîé ñòåïåííîé �óíêöèè è ïðèáëè-æåííîìó âû÷èñëåíèþ ñóìì äâóõ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ:Z 0;50;2 ln(1 + x2)x2 dx = 1Xn=0(�1)n x2n+1(n+ 1)(2n+ 1)���0;50;2 == 1Xn=0(�1)n (0; 5)2n+1(n+ 1)(2n+ 1) � 1Xn=0(�1)n (0; 2)2n+1(n+ 1)(2n+ 1) :Îáà ÷èñëîâûõ ðÿäà � çíàêî÷åðåäóþùèåñÿ ðÿäû Ëåéáíèöà. Ñîãëàñíî òåîðåìåËåéáíèöà, êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ N = 2 â ÷àñòè÷íîé ñóììå äëÿ ïåðâîãî ðÿäàíàõîäèì èç íåðàâåíñòâà (0; 5)2(N+1)+1((N + 1) + 1)(2(N + 1) + 1) < 10�3 :Äëÿ âòîðîãî ðÿäà àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî(0; 2)2(N+1)+1((N + 1) + 1)(2(N + 1) + 1) < 10�359



äàåò çíà÷åíèå N = 1: Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ " = 10�3 ïîëó÷àåìZ 0;50;2 ln(1 + x2)x2 dx t 2Xn=0 (�1)n(0; 5)2n+1(n+ 1)(2n+ 1) � 1Xn=0 (�1)n(0; 2)2n+1(n+ 1)(2n+ 1) t 0; 121 :Â îòâåòå ãàðàíòèðîâàíû äâà âåðíûõ çíàêà ïîñëå çàïÿòîé.III. � å ø å í è å ä è � � å ð å í ö è à ë ü í û õ ó ð à â í å í è é . �åøåíèå ìíî-ãèõ íåòðèâèàëüíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæíî íàéòè â âèäå ðÿäà.Íàïðèìåð â âèäå ðÿäà Òåéëîðà (èëè åãî ÷àñòè÷íîé ñóììû). Ìåòîä ïîñëåäîâà-òåëüíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé(ÄÓ), ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, ïðè íàëè÷èè íà÷àëü-íûõ óñëîâèé.Ï ð è ì å ð. Ïðåäñòàâèòü â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà ðåøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãîóðàâíåíèÿ y0 = y2 + x3, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ y(0) = 1. Íàéòèïÿòü ÷ëåíîâ ðÿäà.� å ø å í è å . Ïîñêîëüêó íà÷àëüíîå óñëîâèå çàäàíî â íóëå, èùåì ðåøåíèå ââèäå ðÿäà Ìàêëîðåíà:y(x) = y(0) + y0(0)x1! + y00(0) x22! + y000(0) x33! + yIV(0) x44! + : : :Ïåðâîå ñëàãàåìîå íàõîäèì èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ: y(0) = 1: Äàëåå, èç ÄÓy0(0) = y2(0) + 0 = 1.Äè��åðåíöèðóåì ÄÓ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî y2(x) � ñëîæíàÿ �óíêöèÿ:y00 = 2yy0 + 3x2: Ïîäñòàâëÿåì x = 0: y00(0) = 2 � 1 � 1 + 3 � 02 = 2. È òàê äàëåå:y000 = 2y0y0 + 2yy00 + 6x, y000(0) = 6;yIV = 2�2y0y00 + yy000 + y0y00 + 3�, yIV(0) = 0.Èñêîìîå ðåøåíèå ÄÓ â îêðåñòíîñòè íóëÿ:y(x) � 1 + 1 � x+ 22! x2 + 63! x3 + 304! x4 = 1 + x+ x2 + x3 + 54 x4:2.2.6. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ1. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäîâ, èññëåäîâàòü èõ íà àáñîëþòíóþ ñõîäè-ìîñòü (x 2 R ; z 2 C ).1) 1Xn=1 
osnxnpn ; 2) 1Xn=1(�1)nnx ; 3) 1Xn=1(�1)n+1 2n+1(z � 4)n(n+ 1)pln(n+ 1):(Îòâåò: 1) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ íà R ; 2) ñõîäèòñÿ ïðè x 2 (0;+1), àáñîëþòíîñõîäèòñÿ ïðè x 2 (1;+1); 3)àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â îáëàñòè jz � 4j < 12 :)60



2. Íàéòè îáëàñòè ñõîäèìîñòè è ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè äåéñòâèòåëüíûõ ðÿ-äîâ. 1) 1Xn=1 sinnxn2 ; 2) 1Xn=1 enxn2 :(Îòâåò: 1) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ïðè x 2 R ; 2) îáëàñòè ñõîäèìîñòè è ðàâíîìåð-íîé ñõîäèìîñòè ñîâïàäàþò: x 2 [0;+1):)3. �àçëîæèòü �óíêöèè â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì x:1) sin2 x; 2) 31 + x� 2x2 ; 3) ln(1 + x� 2x2):(Îòâåò: 1) 12 1Pn=1(�1)n+1(2x)2n(2n)! ; x 2 R ; 2) 1Pn=1(1 + (�1)n2n+1)xn; jxj < 12 ;3) 1Pn=1 (�1)n+12n�1n xn; �12 < x � 12:)4. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ñ òî÷íîñòüþ 0; 001 :0;3Z0 ln(1 + t)t dt:(Îòâåò: 0,28.)5. Íàéòè ïåðâûå 5 ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ ÄÓ â ñòåïåííîé ðÿä:y00 = y 
osx+ x; y(0) = 1; y0(0) = 0:(Îòâåò: y(x) = 1 + x22! + x33! + x55! � 5x66! + : : : :)2.3. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå2.3.1. �àçëîæåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèéÅñëè â êàæäîé òî÷êå íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè f(x) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâîf(x) = a0 + 1Xn=1 (an 
osn!x+ bn sinn!x);òî �óíêöèîíàëüíûé ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷å-ñêèì ðÿäîì Ôóðüå �óíêöèè f(x); à ñàìà �óíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìîé â ðÿäÔóðüå.Ïóñòü f(x) ïðîèçâîëüíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñ ïåðèîäîì 2`. Òîãäà âîç-ìîæíîñòü ðàçëîæåíèÿ åå â ðÿä Ôóðüå è âèä ýòîãî ðÿäà îïèñûâàþòñÿ â äâóõñëåäóþùèõ òåîðåìàõ. 61



Òåîðåìà 2.14 (Äèðèõëå )Åñëè f(x) � 2`�ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ, êóñî÷íî íåïðåðûâíàÿ , êóñî÷íî ìî-íîòîííàÿ è îãðàíè÷åííàÿ íà îòðåçêå [�`; `℄, òî äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà êîý�-�èöèåíòîâ an; bn1) â êàæäîé òî÷êå íåïðåðûâíîñòè x0 �óíêöèè f(x) âåðíî ðàâåíñòâîf(x0) = a0 + 1Xn=1 (an 
osn!x0 + bn sinn!x0);2) â êàæäîé òî÷êå x0 ðàçðûâà �óíêöèè f(x) ñóììà ðÿäà Ôóðüå S(x) ðàâíàñðåäíåìó àðè�ìåòè÷åñêîìó ïðåäåëîâ �óíêöèè ñëåâà è ñïðàâà, ò.å.S(x0) = 12(f(x0 � 0) + f(x0 + 0));3) ðÿä Ôóðüå �óíêöèè f(x) ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü.Òåîðåìà 2.15 ( î êîý��èöèåíòàõ ðÿäà Ôóðüå)Åñëè �óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû Äèðèõëå, òî êîý��èöèåí-òû åå ðÿäà Ôóðüå âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì:
an = 1̀ `Z�` f(x)
osn!xdx; n � 1;bn = 1̀ `Z�` f(x) sinn!x dx; n � 1;a0 = 12` `Z�` f(x) dx:Ï ð è ì å ð. �àçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå �óíêöèþ f(x) = n 1 ; x2 [��; 0);2 ; x2 [0;�) ñ ïåðèî-äîì T = 2` = 2�.� å ø å í è å . Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìûÄèðèõëå, çíà÷èò, ðàñêëàäûâàåòñÿ â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå. Ïîäñ÷èòà-åì êîý��èöèåíòû Ôóðüå. 62



Êðóãîâàÿ ÷àñòîòà ! = �̀ = 1, ïîýòîìó ïî �îðìóëàì èç òåîðåìû 2.15 èìååìan = 1� �Z�� f(x) 
osnxdx == 1� 24 0Z�� 1 � 
osnx dx+ �Z0 2 � 
osnx dx35 = 1� � sinnxn ���0�� + 2 sinnxn ����0 � = 0:Îòäåëüíî âû÷èñëèì íóëåâîé êîý��èöèåíò Ôóðüå:a0 = 12� �Z�� f(x)dx = 12� 24 0Z�� 1 dx+ �Z0 2 dx35 = 32 :Àíàëîãè÷íî, bn = 1� �Z�� f(x) sinnx dx == 1� 24 0Z�� 1 � 
osnx dx+ �Z0 2 � 
osnx dx35 = 1� �� 
osnxn ���0�� � 2 
osnxn ����0 � == 1� �� 1n + 
os �nn � 2 
os �nn + 2n � = 1� 
os �n�n == � 0 ; åñëè n = 2k ;2�n ; åñëè n = 2k + 1:Èòàê, bn îòëè÷íû îò íóëÿ ëèøü ïðè íå÷åòíûõ íîìåðàõ n = 2k + 1; k 2 N , ÷òîêîìïàêòíî çàïèñûâàåòñÿ, ïðè ââåäåíèè âìåñòî n íîâîãî èíäåêñà ñóììèðîâà-íèÿ k:Òàêèì îáðàçîì, ðÿä Ôóðüå ïðèíèìàåò âèä:f(x) = 32 + 1Xk=0 2�(2k + 1) sin(2k + 1)x:Íàïîìíèì, ÷òî çíàê ðàâåíñòâà ìåæäó �óíêöèåé f(x) è ñóììîé ðÿäà Ôóðüåäëÿ íåå ìîæíî ïîñòàâèòü â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè f(x). Â òî÷êàõ ðàçðûâà x0ñóììà ðÿäà ðàâíà f(x0�0)+f(x0+0)2 � ïîëóñóììå îðäèíàò ñëåâà è ñïðàâà îò òî÷åêðàçðûâà. �ðà�èê ñóììû ðÿäà Ôóðüå ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2.1.63
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p 2p 3p 4p-p�èñ. 2.1. �ðà�èê ñóììû ðÿäà Ôóðüå (ñîâïàäàåò ñ ãðà�èêîì ðàñêëàäûâàåìîé �óíê-öèè âñþäó, êðîìå òî÷åê ðàçðûâà)2.3.2. �àçëîæåíèå ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèéI. Ôóíêöèÿ f(x) � ÷ å ò í à ÿ, 2`-ïåðèîäè÷åñêàÿ. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâàèíòåãðàëîâ îò ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ �óíêöèé, èìååìan = 2̀ `Z0 f(x) 
osn!x dx äëÿ n � 0 ; bn = 0 äëÿn � 1:Èòàê, ðÿä Ôóðüå äëÿ ÷åòíîé �óíêöèè íå ñîäåðæèò ñèíóñîâ:f(x) = a0 + 1Xn=1 an 
osn!x:II. Ôóíêöèÿ f(x) � í å ÷ å ò í à ÿ, 2`-ïåðèîäè÷åñêàÿ. Òîãäàan = 0 äëÿ n � 0 ; bn = 2̀ `Z0 f(x) sinn!x dx äëÿn � 1:È ðÿä Ôóðüå èìååò âèä: f(x) = 1Xn=1 bn sinn!x:Ï ð è ì å ð. �àçëîæèòü ïåðèîäè÷åñêèå ñ ïåðèîäîì T = 2� �óíêöèè â ðÿäÔóðüå:1) f1(x) = x, x 2 (��; �) ; 2) f2(x) = jxj, x 2 (��; �).1). Ôóíêöèÿ f1(x) íå÷åòíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ, ÷àñòîòà ! = 2�T = 1. Âñå êîý�-�èöèåíòû ïðè êîñèíóñàõ îáðàòÿòñÿ â íóëü: an = 0. Âû÷èñëÿåì êîý��èöèåíòûïðè ñèíóñàõ:bn = 2� �Z0 f1(x) sinnxdx = 2� �Z0 x sinnxdx = �2 
os �nn = � 2n (�1)n = 2n (�1)n+1:64
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�èñ. 2.2. �ðà�èêè ñóìì ðÿäîâ Ôóðüå äëÿ íå÷åòíîé �óíêöèè f1(x) (à), ÷åòíîé�óíêöèè f2(x) (b) è äëÿ �óíêöèè îáùåãî âèäà f(x) (
)Èòîãî, ðÿä Ôóðüå èìååò âèä: 2 1Xn=1 (�1)n+1n sinnx:�ðà�èê ñóììû ðÿäà ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2.2, a). Äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x, çà èñ-êëþ÷åíèåì òî÷åê ðàçðûâà, ñóììà ðÿäà Ôóðüå ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèÿìè f1(x).2). Äëÿ ÷åòíîé �óíêöèè f2(x) ïåðèîä T = 2�, ! = 2�T = 1. Âñå êîý��èöèåíòûïðè ñèíóñàõ ðàâíû íóëþ: bn = 0. Êîý��èöèåíòû ïðè êîñèíóñàõan = 2� �Z0 f2(x) 
osnxdx = 2� �Z0 x 
osnxdx = � 0 ; åñëè n = 2k ;� 4�n2 ; åñëè n = 2k + 1;a0 = �2 :Èòîãî, ðÿä Ôóðüå èìååò âèä:�2 + 1Xn=1 an 
osnx = �2 � 4� 1Xk=0 1(2k + 1)2 
os(2k + 1)x:65



�ðà�èê ñóììû ðÿäà ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2.2, b). Âî âñåõ òî÷êàõ, êðîìå òî÷åêðàçðûâà, ñóììà ðÿäà Ôóðüå ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèÿìè f2(x).2.3.3. �àçëîæåíèå íåïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèéÔóíêöèÿ f(x) � íåïåðèîäè÷åñêàÿ, îïðåäåëåííàÿ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå. Òî-ãäà âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:1) f(x) çàäàíà íà [a; b℄. Ìîæíî ïîñòðîèòü ïåðèîäè÷åñêóþ ñ ïåðèîäîì T = b� a�óíêöèþ, ñîâïàäàþùóþ ñ f(x) íà èíòåðâàëå [a; b℄.2) f(x) çàäàíà íà [0; `℄. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ïîÿâ-ëÿþòñÿ íåñêîëüêî âîçìîæíîñòåé:� ïîñòóïèòü ñîãëàñíî ñëó÷àþ 1);� ïðîäîëæèòü �óíêöèþ ÷ å ò í î, à çàòåì ïåðèîäè÷åñêè. Òîãäà ïåðèîä íîâîé�óíêöèè T = 2`, â ðÿä Ôóðüå âîéäóò òîëüêî êîñèíóñû;� ïðîäîëæèòü �óíêöèþ í å ÷ å ò í î, à çàòåì ïåðèîäè÷åñêè. Ïåðèîä íîâîé�óíêöèè T = 2`, â ðÿä âîéäóò òîëüêî ñèíóñû.Ï ð è ì å ð. �àçëîæèòü �óíêöèþ f(x) = x, x 2 [0; �), â ðÿä Ôóðüåà) ïî ñèíóñàì; á) ïî êîñèíóñàì; â) ïðîäîëæèâ ïåðèîäè÷åñêè êàê �óíêöèþîáùåãî âèäà.� å ø å í è å . à). Äîîïðåäåëèì �óíêöèþ íà èíòåðâàëå (��; �) íå÷åòíûì îá-ðàçîì è ïðîäîëæèì åå ïåðèîäè÷åñêè ñ ïåðèîäîì T = 2�. Òîãäà ïîëó÷èì â òî÷-íîñòè f1(x) èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà (Ñ. 64). �àçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå íå÷åòíîé�óíêöèè íå ñîäåðæèò êîñèíóñîâ. Èòàê, ïîëó÷åíî íóæíîå ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôó-ðüå ïî ñèíóñàì è äëÿ âñÿêîãî x 2 [0; �) ñóììà ðÿäà ñîâïàäàåò ñ f(x) = x:2 1Xn=1 (�1)n+1n sinnx:á). Âíîâü äîîïðåäåëèì �óíêöèþ íà èíòåðâàëå (��; �) ÷åòíûì îáðàçîì è,ïðîäîëæèâ ïåðèîäè÷åñêè, ïîëó÷èì f2(x) èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà (Ñ. 64). Äëÿf2(x) ïîëó÷åíî ðàçëîæåíèå ïî êîñèíóñàì êðàòíûõ äóã è äëÿ âñÿêîãî x 2 [0; �)ñóììà ðÿäà ñîâïàäàåò ñ f(x) = x:�2 � 4� 1Xk=0 1(2k + 1)2 
os(2k + 1)x:â). Ôóíêöèþ f(x) = x, x 2 [0; �), ïðîäîëæàåì ïåðèîäè÷åñêè íà âñþ äåé-ñòâèòåëüíóþ îñü ñ ïåðèîäîì T = �: Òîãäà ïîëóïåðèîä ` = �2 , ÷àñòîòà ! = �̀ = 2:66



Ïîëó÷åííîå ïðîäîëæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ íè ÷åòíîé íè íå÷åòíîé �óíêöèåé. Çíà÷èò,ðàçëîæåíèå ñîäåðæèò íåíóëåâûå êîý��èöèåíòû è ïðè êîñèíóñàõ è ïðè ñèíóñàõêðàòíûõ äóã. Âû÷èñëèì èõ:an = 2� �Z0 x 
os 2nxdx = 0 ; a0 = �2 ; bn = 2� �Z0 x sin 2nxdx = �1n :Â ðåçóëüòàòå èìååì ðÿä Ôóðüå�2 � 1Xn=1 1n sin 2nx:�ðà�èê ñóììû ðÿäà ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2.2, 
).2.3.4. Âû÷èñëåíèå ñóìì ÷èñëîâûõ ðÿäîâF Âû÷èñëèòü ñóììó ÷èñëîâîãî ðÿäà ìîæíî ïðèáëèæåííî (ñì. Ñ. 45) è òî÷-íî. Äëÿ òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ èñïîëüçóåì ðàçëîæåíèÿ �óíêöèé â ðÿä Òåéëîðà(ñì. ïðèìåð íà Ñ. 58 ) èëè â ðÿä Ôóðüå. 4 Ïðè ýòîì ìîæíî èñïîëüçîâàòü óæåèçâåñòíûå ðàçëîæåíèÿ (ñì. ïðèëîæåíèÿ, ïðèâåäåííûå íà Ñ.74).Ï ð è ì å ð . Íàéòè ñóììû ÷èñëîâûõ ðÿäîâ:1) 1Xk=0 1(2k + 1)2 ; 2) 1Xk=1 (�1)k�1 sin 3kk :� å ø å í è å .1). Èñïîëüçóåì ïîëó÷åííîå íà Ñ.65 ðàçëîæåíèåjxj = �2 � 4� 1Xk=0 1(2k + 1)2 
os(2k + 1)x:Ïðè x = � èìååì:f(�) = � = �2 � 4� 1Xk=0 1(2k + 1)2 
os(2k + 1)�| {z }=�1 ;îòêóäà 1Xk=0 1(2k + 1)2 = �28 :4Çàìåòèì, ÷òî òî÷íî âû÷èñëèòü ñóììó ìîæíî è ïî îïðåäåëåíèþ, ñì. ïðèìåð 2 íà Ñ. 37.67



2). Äëÿ âòîðîãî ðÿäà èñïîëüçóåì òàáëè÷íîå ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå �óíêöèèf(x) = x;�� < x < � (ñì. ïðèëîæåíèå íà Ñ.74):x = 2�sinx1 � sin 2x2 + sin 3x3 � : : :+ (�1)n+1 sinnxn + : : :� ; �� < x < � :Ïðè x = 3 èìååì f(3) = 3 = 2 1Xk=1 (�1)k�1 sin 3kk ;îòêóäà 1Xk=1 (�1)k�1 sin 3kk = 32:2.3.5. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ1. �àçëîæèòü ïåðèîäè÷åñêóþ ñ ïåðèîäîì T �óíêöèþ f(x) â ðÿä Ôóðüå, íàéòèçíà÷åíèÿ S(xi) ñóììû ïîëó÷åííîãî ðÿäà â çàäàííûõ òî÷êàõ x1; x2:1) f(x) = 10� x; x 2 (5; 15); T = 10; x1 = 15; x2 = 20;2) f(x) = x2; x 2 (��; �); T = 2�; x1 = 0; x2 = 2�;3) f(x) = � �1 ; �3<x�0;1 ; 0<x�3; T = 6; x1 = 0; x2 = �3:(Îòâåò: 1) 10� 1Pk=1 (�1)nn sin n�x5 ; S(15) = S(20) = 0;2) �23 + 4 1Pk=1 (�1)nn2 
osnx; S(0) = 0; S(2�) = �28 ;3) 4� 1Pk=1 12n+1 sin (2n+1)�x3 ; S(0) = S(�3) = 0. )2. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå, íàéòè ñóììû÷èñëîâûõ ðÿäîâ.1) 1Xk=0 (�1)n2n+ 1 ; 2) 1Xk=0 (�1)n 2n+ 1(4n+ 1)2(4n+ 3)2 :(Îòâåò: 1) �4 ; 2) �232p2:)
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Ïðèëîæåíèÿ1. Òèïû ÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà
Òèï óðàâíåíèÿ Ñïîñîá ðåøåíèÿÄÓ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè �àçäåëåíèå ïåðåìåííûõdydx = f(x) g(y) dyg(y) = f(x)dx ëèáî g(y) = 0Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ Çàìåíàdydx = ' �yx� z(x) = yx , y0 = z0x+ zËèíåéíîå ÄÓ Çàìåíày0 + P (x)y = Q(x) y = u(x)v(x), y0 = u0v + uv0ÄÓ Áåðíóëëè Çàìåíày0 + P (x)y = Q(x)y� y = u(x)v(x), y0 = u0v + uv0Óðàâíåíèå â ïîëíûõ äè��åðåíöèàëàõ Âîññòàíîâëåíèå �óíêöèè F (x; y)M(x; y) dx+N(x; y) dy = 0; èç ñèñòåìûåñëè �M(x; y)�y � �N(x; y)�x n �F�x=M(x;y)�F�y=N(x;y): F (x; y) = C � ðåøåíèå.
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2. Òèïû ÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà
Òèï óðàâíåíèÿ Ñïîñîá ðåøåíèÿÏîñëåäîâàòåëüíîå èíòåãðèðîâàíèåd2ydx2 = f (x) y = R (R f(x)dx)dxÇàìåíàF�x; y0; y00) = 0 y0 = p(x); y00 = p0(x):ÇàìåíàF�y; y0; y00) = 0 y0 = p(y); y00 = p0yp:Îäíîðîäíîå ÄÓ ÇàìåíàF (x; y; y0; y00) = 0; åñëè y0y = z(x) , y00 = y(z2 + z0).F (x; ty; ty0; ty00) = tmF (x; y; y0; y00)ÄÓ â ïîëíûõ ïðîèçâîäíûõ Ñâåäåíèå ê ÄÓ 1-ãî ïîðÿäêàddxG(x; y; y0) = 0 G(x; y; y0) = C1

3. Ôóíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû ðåøåíèé äëÿ ÎËÄÓ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��è-öèåíòàìè1. Êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ~k äåéñòâèòåëüíûé êðàòíîñòè r(r > 1). Òîãäà â ÔÑ� âîéäóò �óíêöèè e~kx; xe~kx, x2e~kx; : : : ; xr�1e~kx:2. Ñðåäè êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èìååòñÿ ïàðà êîìïëåêñíîñîïðÿæåííûõ êîðíåé � � i�, âñòðå÷àþùàÿñÿ r ðàç, r > 1 (r - êðàòíàÿ ïàðàêîðíåé). Òîãäà â �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé âîéäóò �óíêöèèe�x 
os�x; xe�x 
os�x; : : : ; xr�1e�x 
os�x;e�x sin�x; xe�x sin�x; : : : ; xr�1e�x sin�x � ( âñåãî 2r �óíêöèé):Êîëè÷åñòâî �óíêöèé â ÔÑ� ðàâíî ïîðÿäêó äè��åðåíöèàëüíîãî (è õàðàêòåðè-ñòè÷åñêîãî) óðàâíåíèÿ.
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3. Ïîäáîð ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ÍËÄÓ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè ïîâèäó ïðàâîé ÷àñòèÏðàâàÿ ÷àñòü ÄÓ Âèä ÷àñòíîãî ðåøåíèÿPk(x) � xsRk(x); ãäåìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k r = 0 � êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ êðàòíîñòè s; s > 0Pk(x)e�x; xsRk(x)e�x; ãäåPk(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k r = � � êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ êðàòíîñòè s; s > 0Pk(x) 
os�x+Qn(x) sin�x; xs(Rm(x) 
os �x+ Tm(x) sin �x); ãäåPk(x); Qn(x) � r = i� � êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãîìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè k è n óðàâíåíèÿ êðàòíîñòè s; s > 0,m = maxfk; ng(Pk(x) 
os�x+Qn(x) sin�x)e�x; xs(Rm(x) 
os �x+ Tm(x) sin�x)e�x; ãäåPk(x); Qn(x) � r = � + i� � êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãîìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè k è n óðàâíåíèÿ êðàòíîñòè s; s > 0,m = maxfk; ngRm(x), Tm(x), Rk(x) � ìíîãî÷ëåíû ñ íåîïðåäåëåííûìè êîý��èöèåíòàìè ñîîò-âåòñòâóþùåé ñòåïåíè.
4. Ôóíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû ðåøåíèé äëÿ ËÄÓ ÝéëåðàÄëÿ óðàâíåíèÿ n�ãî ïîðÿäêà ÔÑ� ñîñòîèò èç n �óíêöèé, ïðè÷åì êàæäîìóêîðíþ êðàòíîñòè r õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò r �óíêöèé �ýëåìåíòîâ ÔÑ� óðàâíåíèÿ Ýéëåðà.1. k� äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü êðàòíîñòè r, òîãäà åìó ñîîòâåòñòâóþò r �óíê-öèé: xk; xk lnx; xk ln2 x; : : : ; xk lnr�1 x:2. k = �� i� � r-êðàòíàÿ ïàðà êîìïëåêñíî- ñîïðÿæåííûõ êîðíåé, òîãäà ýòîéïàðå ñîîòâåòñòâóåò 2 r �óíêöèé:x�
os(� lnx); x�
os(� lnx) lnx; x�
os(� lnx) ln2x; : : : ; x�
os(� lnx) lnr�1x;x�sin(� lnx); x�sin(� lnx) lnx; x�sin(� lnx) ln2x; : : : ; x�sin(� lnx) lnr�1x:73



5. �àçëîæåíèå ïðîñòåéøèõ �óíêöèé â ðÿä Ìàêëîðåíàsinx = x� x33! + x55! � : : :+ (�1)n x2n+1(2n+1)! + : : : ; x 2 R ;
osx = 1� x22! + x44! � : : :+ (�1)n x2n(2n)! + : : : ; x 2 R ;ex = 1 + x1! + x22! + x33! + : : :+ xnn! + : : : ; x 2 R ;shx = x+ x33! + x55! + : : :+ x2n+1(2n+1)! + : : : ; x 2 R ;
hx = 1 + x22! + x44! + : : :+ x2n(2n)! + : : : ; x 2 R ;ln(1 + x) = x� x22 + x33 � : : :+ (�1)nxn+1n+1 + : : : ; x 2 (�1; 1);(1 + x)� = 1 + �x+ �(��1)2! x2 + : : :+ �(��1):::(��n+1)n! xn + : : : ; x 2 (�1; 1);ar
tgx = x� x33 + x55 � : : :+ (�1)nx2n+12n+1 + : : : ; x 2 [�1; 1℄:6.�àçëîæåíèå íåêîòîðûõ �óíêöèé â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüåx = 2� sinx1 � sin 2x2 + sin 3x3 � : : :+ (�1)n+1 sinnxn + : : :� ; �� < x < � ;jxj = �2 � 4� �
osx+ 
os 3x32 + 
os 5x52 + : : :+ 
os(2n�1)x(2n�1)2 + : : :� ; �� < x < � ;x2 = �23 � 4�
osx� 
os 2x22 + 
os 3x32 + : : :+ (�1)n+1 
osnxn2 + : : :� ; �� < x < � ;f(x) = � �a ; ��<x<0;a ; 0<x<�; f(x) = 4a� � sinx1 + sin 3x3 + sin 5x5 + : : :+ sin(2n�1)x2n�1 + : : :� ;f(x) = x(� � x) ïðè 0 � x � � è íå÷åòíî ïðîäîëæåíà íà (��; 0), òîãäàf(x) = 8� � sinx1 + sin 3x33 + sin 5x53 + : : :+ sin(2n�1)x(2n�1)3 + : : :� :
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